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WESUMEN 
es tud inestabi l idades produc gradientes 
- temperatura? electfiin[ga en un sustrato de plasma inmerso en un campo mag- 
-- . .-, r x , - L  . T-- 
7 .  >.I -c (T<.?,= 
. net ico con c i z a ~  ladura. U t  i 1 izando diversos m~delos para desc r i b i r  l a  dins- I &. 3,- 
.+ mica de iones y e l  ectrones s; muestra que ambos gradientes pueden exci  t a r  m- 
J .  
;_%- dos inestables de baja frecuencia, y se determinan l a  tasa de crecimiento y 
a estructura espacial de estos mdos dent io de un amp1 i o  rango de valores de 
10s ~arSmetros de inter&. De~endiencto del modelo u t i l i zado .  l a  condicidn de 
cuasineutralidad conduce a una ecuaci6n d i ferenc ia l  
o a una ecuacidn in tegra l .  En e l  l i m i t e  de plasma f r i o  l a  ecuacidn di9_trr-i- 
resul tante puede ser resuelta anal i t icamente para p e r f i l e s  senc i l los  de velo- 
cidad y campo magn6t ico per0 cuando re u t i l  iza un modelo c i n6 t  ico h r a  10s 
electrones (y e l  de f l u i d o  f r i o  para 10s iones) es necesario r e c u r r i r  a d t o -  
dos num6ricos. En e l  caso de temperatura i6nica f i n i t a  l a  fuer te  loca l i rac i6n  1 
de 10s modos considerados hace aue sea necesario r e c u r r i r  a un f o r m a l l ~ s o  a w  
conduce a una ecuacidn in tegra l  (equivalente a l a  condici6n dc ~ u a s t n ; e u t r a l i - - ~  _ 
dad en e l  espac i o  - k) , que debe ser resuel t a  num6r icamente. Se anal iza finalmen- 
t e  l a  importancia de las  inestabi l idades estudiadas en e l  proceso de d i f us ibn  , 
de un p e r f i l  de corr iente.  
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'Existen numerosas situac-iones de intere's en as t ro f l s i ca ,  geof is ica y 
expe 
nes) 
r ienc ias de laborator io  en las  que una o ambas especies (iones y e lect ro-  
m 
de un plasma magnet irado se nnaven en d l  racci6n pd?%kl a a1 canpo m g n i -  
t-im. En muchos casos este movimiento no es un i f o rm ,  s in0 que l a s  par t i cu las  
*seen una velocidad que var ia  en d i recc i6n perpendicular a dicho campo. Esta 
1 2 
o:StuaciBn se presenta, por ejemplo, en e l  v iento so lar  , arcos aurorales , 
4 
erupc iones solares3, haces de electronss , dispos i t i vos  calentados por inyec- 
6 
sidn de haces neutros5, plasmas con f i  laarntos de cor r ien te  y en l a  fase 
i t i i c i 'a l  de descargas bhmicas, donde e l  e fecto  pe l i cu la r  i-mpide que l a  co- 
~-::gq -.-, I '7  7 ,-T* 
r r l en te  difunda hacia e l  k h t e r ~ o i  del Es bie" lSabitb, dtW6ibro- 
dinemica clbsica, que un f l u j o  con rsn p e r f i l  de velocidad no u n i f o r m  es pa- 
tencialmente inestable 9 est5 sujeto a inestab i l  idade's de t i p 0  Kelvin- 
8 Helmholtz . Dentro de l a  f i s i c a  cke plasmas las  inestabi l idades producidas 
por gradientes de velocidad pueden presentarse en dos s i tuac iones d i  feren- 
tes. En un caso ambas especies t ienen e l  mismo pe r f  i l de velocidad, y por l o  
tan to  no aparecen gradientes de dens idad de cor r ien  te. Las ines tab i  1 idades 1 
9 .  ielacionadas con este t i p 0  de procesos han sido estudiadas por Dobrowolny , 
. 
Catto e t  a15 y Hikhai lovsk i i  y ~ l i m e n k o ' ~ .  La o t r a  pos ib i l i dad  os qua sxirta 
un gradiente dka"elocidad electrdnica,  mientras 10s iones se encuentran en 
reposo o con rnovimiento un i fo rm.  En este caso l a  cor r ien te  resul tante ca- 
lentard e l  plasma en forma no uni forme produciendo un gradiente de tempera- I 
tura. E l  and1 i s i s  de esta fi l tima s i tuac i6n es e l  objeto del presente trabajo. I 
E l  estudio de las inestabi l idades producidas por gradientes de veloci-  
dad y temperatura electr6n ica puede ser importante para expl i ca r  e l  proceso 
de d i fus i6n  de un per f  il de cor r ien te  en un plasma magnetizado. Diichs e t  a1 
I ; I - .  
resol vieron n u d r  ica&nte las  ecuaciones dB transporte 'para un tokamak y mos- I 
traron que, en procesos an6rnalos, e l  e fecto  pel  i cu la r  impide una 
r fp ida  i l  de corr ients .  Los mismos aotores observaron que 
para obtener una d i  fus i6n mbs rspida (acorde con 10s resul tados experimenta- l 
les 11'12) es necesario incremntar  l a  r e r i s t i v i d a d  y viscosidad del plasma 
por encirna de sus valores c1Ssicos. Una p o s i b i l  idad es considerar que este 
aumento de res is t i v idad  y viscosidad se debe a l a  ex is tenc ia  de un estado de , 
I 
turbulencia generado por las  rnicroinestabi 1 idades producidas por e l  gradien- I I 
te de deqsidad de corr iente.  Otros mecanisms, ta les  como modos de ruptura F'". 
: ' . ( t a a r ~ n ~ )  dobles, tarnbian han sido pmpuestos13. Otra s i tuac idn en l a  cual 
este t i p o  de inestabi l idades puede desempeiiar un papel importante se presen- 
6 ta en e l  caso de plasmas con f i lamentos de corr iente.  Haines y blarsh m s t r a -  1 
rm recientemente que l a  evoluci6n no l i n e a l  de l a  ines tab i l i dad  e l e c t r o t i r -  I 
mica puede conducir a l a  forrnaci6n de f i lamentos de cor r ien te -  con w IO I 
del orden de pe (rni/me)1'2 (donde pe es e l  radio de L a r m r  de 10s aier 
y m i  ) es e l  cociente de masa entre iones y electrones). En e l  t rabajo 
e 
mencionado se sugiere que en esas condiciones es pos ib le  l a  apardcidn dg un 
estado de turbulencia, debido a inestabi l idades ion-acGsticas, que podr fa  
expl i ca r  e l  transporte an6malo de energla observado en 10s tokamaks. Las con- 
diciones para l a  ex is tenc ia  de modos ion-acGsticos puros son bastante res t r i c -  ' 
t i vas  (temperatura e lect r6n ica rnucho mayor que l a  i6nica. plasma homog&eo, 
etc.) ,  per0 e l  an61 i s i s  rnss detal iado real  izado en esta tes is  muestra que 10s 
p e r f i l e s  de densidad de- cor r iente  y - ts~tperatura obtenidos po t  Haines y Narsh 
pueden produc i r 1 a exc i'tac i6n de modos i nestabl es, y consecuen temen te  genera r 
un estado de turbulencia que expl ique e l  transporte admalo. 
Las inestabi l idades producidas por gradientes de velocidad e lect rdn ica 
h a  sido estudiadas en numerosas pub1 i s a ~ i o n e s ' ~ - ~ ~ .  En esos trabajos se han 
u t  i 1 izado diversos 'modelos f i s i cos  para estudiar var ias s i tuaciones de inte-  
. 
5 s .  H i  kha i lovsk i  i y ~ u s k h a d z e ' ~  obtuvieron una re1 acidn de d i  spersidn loca l  
(dependiente de l a  posici6n) u t i l i z sndo  un modelo de f l u i d o  f r i o  para 10s 
.'I --n 
e l  ectrones , cons i dk~ando 10s iones c w  no magnet i zados ( 1  a f recuencia de 
1,s pe_rt.u&c i d n  mucho 
- 
recuencia de c i c l o t r 6 n  de 10s iones, 
w >> 5 2 . )  y suponiendo que e l  plasma se encuentra inmerso en un campo mag- 
I 
n i t i c o  uniforme (es dec i r  se desprec'ta e l  campo producido por l a  co r r ien te  
del plasma). Resolviendo esta relaci6n de dispersi6n 10s autores deternina- 1 
ron las  condiciones de inestab i l idad y mst ra ron  que l a  inc lus ibn de gradien- 
tes de densidad t iene un efecto esteb i l izante.  Hirose y Alexeff"  considera- 
ron un campo magngtiw uniforme y u t i l i z a r o n  l a  aproximaci6n loca l  para obte- 
nor una relaci6n de dispersi6n que fncluye efectos c inc t i cos  y es v i i l ida s i  
- :. - 
.;- ;. q g  '; 1 1  
w >> 52.. En e l  l i m i t e  de f l u i d o  frTo se recuperan 10s resultados de l a  reT. 
I 
14 mientras que considerando iones f r f o s  y electrones ca l  ientes, y u t i l i zando  
10s desarrol los de l a  funci6n de dispersi6n del plasma vi i l idos en esos l in i -  I 
tes se obtiene una relacidn de dispersidn semjante a l a  correspondiente a 
ondas ion-ack t i cas  pero modificada por e l  gradiente de velocidad e lec t rbn i -  
cr .  I.iul6 estudib e l  problem, en l a  aproximacidn local ,  considerando iones 
no magnet i zados e incluyendo efectos cine'ticos. En es te  traba j o  se muestra 
por primera vez l a  importancia del gradiente de temperatura (intrinsecamente 
relacionado con e l  gradiente de corr iente)  , pero no se incluyen 10s efactos 
- .  
asociados con gradientes de densidad, col is iones y c iza l ladura  (shear) del 
campo magngtico. Ut i l izando las mismas aproximaciones que en l a  ref .  IS para 
l a  funci6n de dispersi6n del plasma, L i u  obtuvo una re lac i6n de dispersi6n 
para moa'os ion-ac6st icos que muestra el efecto  estabi  1 izante del gradiente 
de ternperatura en 10s modos asociedos a1 gradiente de velocidad electr<inica, 
I I y que se redme a l a  calculada por Hirose y Alexeff"  en e l  caso de tempera- 
tura uniforme. Dentro de l a  misma aproximaci6n se muestra tambidn que, aGn 
! 
en e l  caso de velocidad uniforme, e l  gradiente de temperatura puede producir 
mdos inestables y aue l a  c o n d i c i h  para que esto ocurra es rnenos r e s t r i c t i v a  
i 41. J .  I I t 
que para el gradiente 'de veloclidad. Considerando que l a  velocidad de fase de 
l a  per turbaci6n es muclx, mayor que l a  veloc idad t i r m i c a  de iones y e l e c t r o -  d : 
1 
= n e s s e o b t i e n e  una re lac idn  d e d i s p e r s i 6 n  c u y o a n b l i s i s  muestra q u e e n e s t e  1 
I i d t e  e l  gradiente de temperatura tambien puedd exc i t a r  modos ines tab les  
t y que l a  condici6n de i n e s t a b i l i d a d  se reduce, en e l  caso cie temperatura un i -  
c i a  de modos inestables no o s c i  lan tes  cuya tasa de crecir f i iento es proporc io-  
nal a l a  magnitud del gradiente de veloc idad y m s t r 6  l a  e x i s t e n c i a  de proce- 
sos andmalos calculando l a  magnitud del c o e f i c i e n t e  de v iscosidad resu l tan te .  
E l  es tud io  de l a s  ines tab i l idades producidas po r  gradientes de tempe- 
ra tu ra  tambiin ha rec ib ido  considerable atenci6n. Histdr icamente es te  pro- : '3 
. .18 b l e m  fue anal izado en pr imer t i r m i n o  por  M ikha i l ovsk~c  , quien, u t i l  izando 
t m r i a  l oca l  y considerando e fec tos  c i n i t i c o s ,  m s t r d  que un grad iente  de tem- 
peratura opuesto a1 gradiente de densidad puede produci r modos ines tab les  en 
un plasma inmerso en un campo magnbtico s i n  c i z a l  ladura. tlahajan y Ross 19 
mostraron l a  ex i s tenc ia  de modos loca l izados producidos por  e l  gr%d,iea& @ 
I . - n  -fl 
temperatura. Los es tud ios  num6ricos rea l  i zados po r  estos autores revel  an, 
f o r m ,  a l a  encontrada en l a  re f .  14. F inalnente puede mnc ionarse  que 10s 
, .! . - - , 1. r 
ca'l culos rea l  izados u t i  1 izando l a  t e o r i a  cuasi 1 ineal muestran que e l  es'tado 
- ..ry'] de twrbulenc i a  asociado con l as ines tab i  1 idades consideradas puede generar. . 
procesos de t ranspor te  andmalo. ~ o r t o n l ' l  u t i l i z d  un modelo de f l u i d o  f r i o  
con iones no magnetizados y obtuvo, usando t e o r i a  no l o c a l ,  una ecuacidn d i -  
Ferencial de segundo orden para e l  po tenc ia l  e l e c t r o s t d t i c o  que inc luye  10s 
, dj &- ' I  
e f s t o s  de c i z a l l a d u r a  del campo magnit ico per0 s i n  gradientes de densidad y f 
-2  
tmpera tura .  Considerando perturbaciones loca l  izadas (e l  po tenc ia l  va a cero 
-.;-hm' -3 
. 1; 
dl i n f i n i t o )  I ior ton obtuvo una r e ~ a c i d n  de d ispers idn  que muestra l a  ex is ten-  
s i n  embargo, que en ausencia de o t r o s  mecanisms desestabi 1 izantes (conto por  
ejemplo p a r t i c u l  as atrapadas) estos mdos resul tan  es tab l  es. An tonsen y 
bhajanZ0 presentaron p o s t e r i o r m n t e  una e legante demst rac idn  anal i t  i ca de 
estos resultados. E l  procedimiento cons is te  en e fec tua r  una ro tac idn  del s i s -  
- . -  L .  - r ' .  
.. - .  
- .  : I - .. 
tema de coordenadas en e l  plano can 
par t  i r de 1 a cual puede probarse l a  
eio y cons t ru i  r una fornla cuat$rStica a 
x i s t e n c i a  de modos inestables. Estos 
resul tados fueron luego general izados po r  Lee y chen2' a1 caso de perturba- I I 
ciones electrornagnit icas. En 10s t raba jos  mencionados se supone que T1fT  
e 
( T ~  I temperatura e lec t r i jn ica ,  l z  a/ax) es u n i f o r m ;  es ta  s u p o s i c i b  porde 
ser  razonabl e cuando e l  p e r f  i 1 de temperatura es su f  i cientemente suave pero I 
deja de ser vs l  ida en presencia de 10s fue r tes  gradientes que pueden ~qsu.i-  
t a r  de una d i s t r i b u c i 6 n  de c o r r i e n t e  m y  l oca l izada.  En e s t e  sent ido  es Ira.- 
por tante  destacar que se ha encontradoZ2 gue e l  e f e c t o  e s t a b i l  i zantc  d. Is 
c i z a l l a d u r a  del campo magndtico en l a  i n e s t a b i l i d a d  un iversa l  (praduc& pop 
e l  gradiente de densidad) puede ser anulado s i  se considera nl /n (n -; dem$l'b 
dad) dependiente de x. Corn en es te  t raba jo  se u t i  1 i za  un p e r f i l  de t d k a -  I 
~ F J  
t u r a  para e l  cual TA/Te es funcidn de x no resul t a  sorprendentc qua aparez- * - 
E l  o b j e t i v o  de es te  t raba jo  es entonces presentar  un es tud io  deta l  lado & l a s  
mdos i nes tab1 es. 
16 E l  a n 5 l i s i s  precedente muestra que, salvo e l  caso de L i u  , nq exis&@ 
. -=.>. 
- - 
estudios en 10s que se consideren simult5neamente 10s gradientes de wlocldabd 
- 
y temperatura e lec t r6n ica .  Por o t r a  pa r te  10s t raba jos  que cubren aopactos . -* -
, - 
parc ia les  del p r o b l e m  (gradientes de veloc idad o temperatura) tamimco rasul- 
ran s a t i s f a c t o r i o s  ya que en todos lor  casos se u t i l i z a n  aproximaciones que 
no son totalmente v5 l idas  en l a  s i t u a c i d n  f i s i c a  considerada en es ta  tes is .  
i w s t a b i l  idades e l e c t r o s t 5 t i c a s  de baja f recuencia (o << ni)  producidas por  
cJradihntes de densidad de c o r r i e n t e  en un sus t ra to  (slab) de p l a s m  inmerso en 
un campo magnit ico con c i z a l  ladura. Se estudian 10s modos producidos por  gra- 
dientes de veloc idad y temperatura e l e c t r d n i c a  y se inc luyen ademds gradientes 
de densidad y co l is iones.  Part iendo de un caso s e n c i l l o  ( f l u i d 0  f r i ~ )  10s mo- 
- 1 
dclos u t i l i z a d o s  para d e s c r i b i r  l a  dindmica de iones y e lec t rones se van mejo- 
rando progresivamente para p e r m i t i r  un mejor a n d l i s i s  del  e f e c t o  de l a s  d i s t i n -  
tas contribuciones sobre l a  estructura y tasa de crecirniento de 10s m h s  
inestabl es. Es importante mencionar que 1 as aproximaciones u t  i 1 izadas ( ~ e r -  
turbaciones e l  ec t rosts t icas y baja f racuencia) se encuentran plenamente jus- 
t i f i cadas.  En par t i cu la r ,  l a  aproxitnaci6n e lec t ros t5 t i ca  es vs l ida  en el caso 
de plasmas de bajo B ( B  5 cociente ent re  presi6n termdin5mica y p r e s i i h  mag- 
nEtica) y por l o  tanto resu l ta  sa t i s f ac to r i a  para 10s valores de densidad, 
- 5 temperatura y campo rnagngtico u t i l i zados  (6 = 10 ) .  La aproximacidn do h j a  
frecuencia queda j u s t i  f icada a pos te r i o r i  ya que 10s resul tados n t d r i c o s  
<--T --1p;- . , 3- 
r r  dP 
muestran que w << Qi en todos 10s casos cons ideFabos. 
La estructura de esta tes is  es l a  siguiente. En e l  cap i t u l o  I1 se u t i -  
l i zan  las  ecuaciones de dos f lu idos  (en e l  l f m i t e  de plasma f r i o )  para estu- 
d ia r  las  inestab i l  idades producidas por gradisntes de velocidad elactrbnica. 
En e l  caso no loca l  se obtiene una ecuaci6n d i  ferenc ia l  de segundo orcfan (an 
donde 1 a frecuencia del modo aparece. corn autovalor) que puede ser resraelta 
anal ft icamente para pe r f  i l e s  s e n c i l l ~ s  de velocidad y campo magnetic0 y uti- 
1 izando l a  aproximaci6n loca l  se obtiene una re lac i6n  de dispersidn atgebrai- 
ca que permite ca lcu la r  l a  frecuencia del modo en funci6n del ,gradients de 
' "4 velocidad. En arnbos casos se muestra qua s i u' # 0 (u 5 veldcid8-dd. e octrbnica) - 
pueden aparecer modos inestables. En e l  cap i tu lo  I l l  se u t i l i z a  l a  ecuacih 
de deriva c ing t i ca  para 10s electrones (y e l  modelo de f l u i d o  f r i o  para 10s 
lanes) y se obtiene una ecuacidn d i fe renc ia l  de segundo orden qua es resuel t a  I 
nudricamente para p e r f i l e s ' r e a l  i s tas  de velocidad y temperatura. E l  uso de 
un modelo c ine t i co  para 10s electrones perrnite inc lu i ' r  10s efectos rslaciona- 
dos con l a  interaccidn resonante ent re  ondas y par t fcu las (anortiguamiento de ] 
~andau) y estudi a r  las i nes tab i  1 idades produci das por gradientes de tempera- 
-1 
tura  e l e c t r 6 ~ i  ca, , -Pri,mero se muestra que Fanto e l  gradiente de velocidad co- 
- I I I I I 
mo e l  de temp@ r a t i r a  (actuando separadamen te) pueden produci r modos i nes ta- 1 
bles localizados en l a  vecindad de las super f ic ies  racionales y luego se I 
- .  I - I 1"": . 
.?I ([I;, A .  1'' '.I-.. 
- *  r - 
- b 
- 7  A 6 -' .. , k-- L l  I . ! .  - 
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ana I i 
simul 
za e l  caso mds general en que ambos gradientes se encuentran resentes 
- 8  . i 
tsneamente (nuevarnente aparecen mdos inest%~es l o c a l  i zados). En todos ,. ., 
10s casos se presentan exhaust ivos estudios nu&ricos de l a  variaci.6h de l a  - 
tasa de crecimiento y es t ruc tu ra  espaci'al de 10s modos ines tab les  en fsncibn - . 
de diversos par6metros de in te r& .  En e l  c a p i t u l o  I V  se u t i l i z a  l a  ecuacih 
de der iva  c i n d t i c a  para 10s e lectrones y se considera que l a  temperir-tura 
i 6n i ca  es f i n i  t a .  Como e l  rad io  de L a r m r  de 10s iones resul  t a  cumperable fian..-_., - ,  
--7 
e l  ancho tTpico de l a  per turbacidn no puede u t f l i z a r s e  l a  aprox imzdbn d i f e .  
renc ia l  ( t radic ionalmente usada en el e s t u d i o  de ondas de der iva)  . A i  integfav .-
l a  ecuaci6n de Vlasov 1 ineal  izada se obt iene entoqcags yna ecuac idn inte-gra! 
I#.- = pi 
- -  I t  - .  
que es resue l ta  nu&ricamente. En p a r t i c u l a r  r c s u l t a  de fn'firb e l  estudio 
de l a s  rnodi f icaciones que se producen en l a  es t ruc tu ra  espac ia l  y ftecuencfe. 
- ..? de 10s mdos inestables a1 v a r i a r  r (r = Te/Ti). En e l  c a p r t u l o  V s o  restmem J:F$ 
L S  2' 
10s resul  tados obtenidos y se d i  scute un mecani smo para exp l  i c a r  la p@wtr# 
. - 
c idn  de un p e r f i l  'de cor r ien te .  Finalmente en e l  ap ind ice  A se preseaa la  - -#: 
. - 3  
. 
b d u c c i 6 n  de l a  densidad e l e c t r d n i c a  perturbada u t i l i z a n d o  l a  ecuacidn & & 
r i v a  c i n i t i c a  y en e l  ape'ndice 0 se d iscuten l a s  t i c n i c a s  n u k r i c a s  utiltzrdmd 
A menos que se indique l o  c o n t r a r i o  en es te  t r a b a j o  se u t i l i z e r s  e i  sistema ck 
unidades cgs Gaussian0 y l a  tenperatura se expresar5 en unidades de energra 
(T 5 KT, K constante de Boltzrnan). 
I . .  
, .  . 
I ' 
j .  
'7,:) .  
. . 
-- 
I - .  '#>:-  ' 
1 ' .  - '  
, l i  
, 2, En este cap i tu lo  se u t i l i z a n  las  ecuaciones de dos 
. ,  
aproximacidn de plasma f r i o  (T + 0), para estud iar  l a s  inestabi l idades 
e, i - 
producidas por gradientes de velocidad e lec t r6n ica.  Este modelo permite 
obtener soluciones ana l i t i cas  de l a  ecuaci6n de est ruc tura  del modo y la 
.5 5 
- - 
. .  , - 
re laci6n de dispersidn resul tante pero (debido a l a  aproximacidn de pl- - - .  -+ 
+ .  
. 
rs3 
frj f r i o ) ,  n o p u e d e s e r u t i l i z a d o p a r a e s t u d i a r  inestabi l idadesproducfdaspor 1 1 %  
gradientes de temperatura. 
A-Equi  1 i b r i o  
f 
-. -g  
La s i tuac idn f i s i c a  analizada en este t raba jo  se encuentra esquemati- : ,3. t .-3 
- * 
. ,. >'.< 
zada en l a  f i g .  1. Por s impl ic idad se considera un sust ra to  de p l a s m  y un - 3 *=q 
2 - c 
. f 4 
sistema de coordenadas cartesianas con versores 2,9,2. El campo magne'tico 
-?? - A * a
%; 
, - 
resul ta  de l a  superposicidn de un capo externo un i fo rm,  B 1, y el camp0 - 
0 2 4 -- 
producido por l a  corr iente,  B ~ ( x ) Q  
: I 
donde B /I3 = E << 1 y se considararSn s6lo t i rminos de p r i m r  orden en o. 
Y 0 
E l  or igen del sistema de cwrdenadas se e l  ige de mdo que - k. - B(X = 0) = 0 
(donde - k es e l  vector de onda de la ~e r tu rbac i6n )  y por l o  tanto e l  plano I 
x = 0 resu l ta  I una _ super f i c ie  racianal.  La densidad de ambas especies y l a  
11 
velocidad y temperatura e lec t r6n ica se consideran dependientes de x y se 
supone que !a long i tud t i p i c a  de var iac idn de la densidad es mucho mayor que 
n 
l a  correspondiente a l a  velocidad e lec t rbn ica de modo que e l  gradiente de 
cor r ien te  se debe Gnicamente a1 gradiente,d.e velocidad ( n ~ t a r - ~ u e  esta es I 

l a  s i t uac i6n  durante l a  fase i n i c i a l  de una descarga 6hmica donde e l  p e r f i l  
I - 
de c o r r i e n t e  =s rnucho rnds abrupto que el de densidad). Se d e f i n e  entonces 
I 
donde J es l a  c o r r i e n t e  en l a  d i recc i6n  del campo rnagnGtico, -e l a  carga del // 
e l e c t &  y n l a  densidad de e q u i l i b r i o  ( igua l  para ambas especies).  
0 
Las ecuaciones correspondientes a1 modelo de dos f l u i d o s  pueden escri- 
b i r s e  en l a  forma 
' J 
. . 
' t  . 
donde qa,rna "a son l a  carga, masa y densidad respectivamente de l a  esps- 
11 I 
- -  
tie a (a r iones, e lectrones) ,  E e s  e l  c a m p ~  e l & t r i c o ,  c l a  ve loc idad de 
l a  luz, V l a  velocidad del f l u i d o ,  v l a  veloc idad de l a s  p a r t i c u l a s ,  P e l  
-3 - =a 
tensor de pres iones y e l  61 t im t6rmino en e l  miernbro de l a  derecha de ( 1  1-2) 
representa e l  e fec to  de l a s  c o l i s i o n e s  (f a es l a  func i6n de d i r t r i b u c i d n  de 
.. . :"- 
l a  especie a).. El tensor de presiones e s t i  dado p o t  ! "-.- - d 
' 1 : - . I  




f rente  a l a  fuerza de Lorentz en ( 2 .  En e l  tBrnino dc co l  i s i w  
nes puede aproxirnarse en l a  forrna 
: - " .  
, . a f - 8 
8 ..- 
J '1 dv = -z “" - v vYar - - y - a  -Y a- a t  
col  
donde v es l a  frecuencia de co l i s i bn  para t ransferencia de momento ant re  
aY 
l a  especie a y l a  y. Como vei >> vie y se supone que $ >> sd lo  re coa- 
sideran col  isiones electr6n- ion de =do que 
,I I 
Ut i l i zando  estas aproximaciones l a  ecuacidn (11-2) resu l ta  
Para completar e l  s i sterna de ecuacianes es necesario cons i derar 1 as ecuacio- 
nes que determinan 10s campos. En el l l m i t e  e l ec t ros t5 t i co  es su f i c ien te  u t i -  
l i z a r  l a  ecuaci6n de Poisson 
I I1 1 
8 I L  
- ' 1 1 1  1 I 11 J 1 1  
. I '. - - 
- ' J 
Cono en 10s casos de i n t e r i s  l a  long i tud & onda de l a  p e r t r u b a c i h  es rnu- 
. . 
I - - 1  
tho mayor que l a  long! tud de Debye (A; - T / h n  o e2) 1 a ecuacidn (1 1-5) puede 
reemp 1 aza rse por l a  condikci.6n de cuas i neut r a l  i dad I 
;I$'" ; - e - . . I  - ' 
Las ecuaciones (I I-I), ( I  1-4)  y (11-6). j u n t o  con l a  d e f i n i c i 6 n  ( 1  1-3).  
->ipu~wforr;ian el  s i s  terna de ecuaciones u t  i 1 izado en es te  cap7 t u l o .  
I r  - r .  1: .{J#&f;+ - .c .' rn I '  
' 1  d . L$&--. . . . 
~ ' - ~ c " a c i ~ n  de l ~ s t r u c t u r a  del  Modo 
Para obtener l as  ecuaciones que describen l a  evo luc idn  de perturbaciones 
de pequeEa ampli tud se l i n e a l i z a  e l  sistema de ecuaciones p r e s e n t a h  en l a  
seccidn a n t e r i o r .  Esto se consigue considerando que todas l a s  magn 
i n t e r i s  pueden expresarse corn 1s sums de un v a l o r  equi  1 i b r i o  &s una per%urx - 
bac i6n 
donde e l  subindice 0 corresponde a la5 cantidades de e q u i l i b r i o  y e l  1 a l a  
perturbacidn (no confundir  s, campo t o t a l  de e q u i l i b r i o ,  con Bo, rddulo de l  
capo externo) . Las cant idades de equl 1 i b r i o  se e l  igen de acuerdo con l a  si- 
tuaci6n f i s i c a  qua se desea es tud iar ;  en es te  caso se considerara 
- 
- ,  
.- 1: 
:.. y adem6s se supondrs que -1 B = 0 (aproximaci6n e lec t ros tb t  ica) . Reemplazando 
1%. . .




' perturbaci6n se obtienen las  s iguientes ecuaciones 
. :  
, . . - L;q,\[e-. 
- I- I - 
.d . I r r x '  - - 
k* 
donde Ze es l a  carga de 10s iones. Es importante notar que en l a  regunda 
-. 
ecuaci6n del s i stema ( 1 1-8) aparece e l  t6rrnino convect ivo (s, .V)&.Este - 
..- 
t l rrnino (que se anula para p e r f i l e s  uniformes de velocidad) es e l  que pm- 
duce l a  inestab i l idad y por l o  tanto l as  inestabi l idades de este tip re 
conocen corn inestabi l idades convectivas. 
La estab i l idad del e q u i l i b r l o  considerado se deterrnina u t i l i zando  el 
d t o d o  de anSl is is  de modos normales. Para e l l o  se supone que las  magnitu- 
b s  perturbadas t ienen una dependencia te~nporal del t i p o  exp(-iwt) y se cal -  
cula e l  signo de l a  par te  imaginaria de l a  frecuencia. S i  l m ( o ) > ~  e l  mdo es 
I l inealmente - inestable ( l a  p e r t u r b a c i h  crecerd en e l  t i e m ~ o ) ,  s i  l rn(o)<~ e l  
- 3 -,; 
modo-t& =st=ble (corresponde a una o rc i l ac i dn  anort iguada) y 5 i  lm(w) - 0 se 
'myyw 
dice que l a  p e r  urb;lci6n es marginalnsnte estable ( a w l  i tud constanter. C& 1 ~ 1 . j ~  if!- 
e l  e q u i l i b r i o  considerado es inhonopdneo en direccidn x no es po r i b l e  u t i l i -  
-: $43 
r a r  una Gn-ica cornponente de Fourier, exp( ik x x), para descr ib i r  l a  dependencia 4 
- -A 
. espacial de l a  perturbacibn en era d i recc i6n y por l o  tanto se consideran per- 
- I 
. . -  turbaciones de l a  -. . . - 
' 3 r- I 
L 
s -, 
dondedr , t )  - es e l  potencial e l e c t r o s t i t i c o  ( ~ ( r , t )  - - = ~ ( r - , t ) )  y k,m 
aparece debido a las  condiciones impuestas en l a  seccidn A .  Reemplatando 
(11-9) en l a  ecuaci6n de continuidad l ineal izada se obtiene 
m 
don& k// = -- k . B / l ~  - I (se e l  imina e l  rubfndice 0 del campo de e q u i l i b r i o  por- 
que El 5 0 ) .  Las velocidades perturbadas se calculan a p a r t i r  de las  e 
ciones de momento l ineal i tadas obteniindose 
Reemplazando (I 1 - 1 1 )  en ( I  1-10) y considerando n2 >> w i n  (aproximaclb de 
a 
baja frecuencia) la condicidn de cuasineutralidad puede escribirse en la 
fo rma 
a x n  w B  
':a 
W' 
o dci y da 
iva/(o + iva - k u ) lntroduciendo 
I/ a 
las defin 
y normal i zando 
en funci6n de 
$;:-,I I , 
5.44. .'I 
k-* y x con respecto a p se obtiene 
Y S 
variables adimensionalizadas 
' I '  
= ; I 1  - 
la sigui 
I '"7 i ;lQ+mTlk . 4;b.p x 2 .' 1. 
I 
L ' ,- 
- 
- 7  
41 donde se despreciaron tdrminos de orden p comparados con 1 
J I '  
I .-.- ,I I . - .. 1 - S  - a .  i r -  pjpp *.- I-- 
r I 
D-Teoria Local 
S i  l as  longitudes carac te r l s t i cas  asociadas con 10s grad ientesde 
las  magnitudes de e q u i l i b r i o  son mucho mayores que l a  correspondiente a 
) l a  perturbaci6n se comporta corno s i  e l  plasma f u s e  
I homogLneo y por l o  tanto puede u t i l i z a r s e  l a  aprox imc i6n  loca l .  Esto se 
u. 
F - consigue reemplazando alax por ik, an l a  acuacidn d i f e renc ia l  (11-13) y 
I S - .  cons i de rando k:L: , , >> 1. Se obtlene as; l a  s lgu iente  re lac idn de dis-  
, . pe rs  i 6n 4 * - , i:.: 1 L k2 k k u '  1 z2 13 
- ~ 2 k 2  +I+ 2L + k n l  (- - - 1  = 0 (11-14) I 
lJz;ce z:celJlh Y 
'e'e 
Z .- 
I [ . I -  ..?* f<;; 
. '  
. - I i~ don& k2  = k: + k2.  Tomado Z - 1 y sons i derando que zeCe z - k , . . u ~ - ~  Y 
l a  ecuaci6n ( 1  1-14) puede reescr ib i rse en l a  forma 
I 
< k k  
k/: (,pu2- 1) - z ~ ~ +  z ( i v  -2k,,up-@) - i v k  17 up-* + - YN(u l  + nlu)  + 




Esta es una e c u a c i b  de terser  grado en z y por l o  tan to  l a  obtencibn, y 
poster ior  ans l i s i s ,  de una condicien general para l a  ex is tenc ia  de mdos 
inestables resu l ta  bastante complicada. Se p re f i e re  entonces considerar 
algunos casos par t icu lares que permiten i l u s t r a r  las  ca rac te r i s t i cas  bS- 
sicas de la inestabilidad y 10s efactos asociados con colisiones y gradien- 
tes de dens idad. 
Despreciando las colisiones (v = 0), el gradiente de densidad (n '  = 0) 
I 
y el corrimiento Doppler ( k / *  < 1) se obtiene 
La condici6n de inestabilidad resulta entonces 
Reempl azando k por k esta condicidn resul ta (a menos de f M z 
lizacibn) semjante a la obtenida en la  r e f 1  Como ejemplo se mnsidera un 
1 
perf i 1 1 ineal de velocidad rs . , -  
1 -  . 
I '  
u(x) = uo(l - x/L~) con X / L ~  << .I y uo < O (Juol << 1) 
Utilizando este perfil de velocidad la proyecci6n del 
di recci 6n del campo resul ta 
. . 
k, = - k XU B/UM (B - &~T~/B;) Y 0 
. . . !  
. - 1  
b , .  ' 
- _ . !-;* .- - - '  
Reemplazando k // y ut en la condicib de inestabilidad se eneuentra que el 
I . !  
modo es inestable . . en la regi6n definida por 
I . - -  r I )  
L I 
I  I . - I.. I ... ' - 
, I *  - .' - v  < x < o  . l l  : 
h 
. I  
'3. IL \~$.  - .  
. 1. 7 -F. - - fiLJ I '  . : - [  8 , . : ' I, . ' 'L' Jr - 
I 
lomando x = -p/20LJ se obtiene (para modos inestables) 
0 
I I 
i k  fu 1 
- z(x0) - Y 0 
I 
- 2k LJ 
4 1 1 1 .  
C - 
' I . --::'-s! . I r r  
- 1 - 
., ._ 
I - '  r -. P T  \~S:,Y . % ' #  , 
Corn R,(z) = 0 esta solucidn corresponde a perturbaciones creciente 
tiempo per0 s i n  componentes osc i  l a t o r i as .  
l nc l  uyendo co l  isiones y el corr imiento Doppler (pero con n t  - 0 )  se 
I obt iene 
I 
z = - - - + -  
L 2 2 
- 
- .', .
- - 1  - 
- 8 -  
Y .- . - 8' 
Tf - & : = "  - " - --qq I: 
La condicidn para l a  existencia de mdos  inestables es la  mfsma que antes y S* 
observa que e l  corr imiento Doppler s610 contr ibuye a l a  par te  real  de la fre- - 
cuenc i a  Cde modo que apa recerS una componente osc i 1 a t o r  ia)  mientras 
1 is iones disminuyen l a  tasa de crer imiento de l a  inestabi  1 idad ( tm(z) * 0 par+: 
- - 
v ' ")- - - 1 5.i.;- ; k- - 7 - a T>v.*;-;..:cJ --t *+ -. 
. - .  I - -  
S i  se rnantiene e l  gradiente de densidad per0 s i n  co l  is iones (V = 0 )  y -- I --, 
considerando k,lu/p~~ << 1 se o b t i a ~  
. ' - 1  - 
I ' ' I - .  
, . ;  - - . . !.I .-  1 [F + 
1 : ,l!!F:= . I . _  I T I $  4; k - .  
. . 
- , .  . - 1.: .JL-.ll. 
I I.' ' . -LF - 
. ! L: .. 
E l  cardcter es tab i l  i z a n ~ e ' o  - , .  I desestabi l izante +-+ -- del gradiente de densidad depen- 
F n  . i ' T 1  . -  I 
derd de 10s signos re la t i vos  de u',nl y u. En el estudio de l a  penetracidn ae 
un p e r f i l  de cor r iente  puede considerarse u '  > 0,u. < 0 y _n'-  >-0 y por l o  tanto  
i l r  - r l  .\ 7 




( E-Teoria no Local 
En es ta  seccidn se presentan soluciones a n a l i t i c a s  de l a  ecuacidn 
( 1  1-13) para p e r f i  l es  senci 110s de velocidad, densidad y campo magnetico. 
Este mEtodo permi te obtener tasas de c rec imiento  qua no dependen de x y kx  
(como sucede con l a  t e o r i a  l o c a l )  y a1 mismo tiempo proporciona informacidn 
- - 
1 ' . sobre 1; es t ruc tu ra  espacia l  de l a  perturbacidn. 
Se verS mds adelante que, dent ro  del  rango de va iores  de 10s ~arS-9 
t r o s  considerado, l a  l o n g i t u d  t i p i c a  de va r iac idn  de 4 es mucho mnor pue 
las  longi tudes c a r a c t e r i s t i c a s  de los gradientes de densidad y camp0 -96- 
t i c o .  Esto permite despreciar e l  tdrmino proporc ional  a 4 '  (comparddo a n  el 
de @I1) en l a  ecuacidn de .es t ruc tura  &l modo y por  l o  tan to  l a  ecuaci.dn re- 
sul tan te  puede e s c r i  b i  rse en l a  f o r m  . -I$ I 
. .  I 
: I 
donde 
ecuacidn es s i m i l a r  a l a  ecuaci6n de Schrgdi nger per0 con "po tenc i a 1" 
complejo, P(x,z), (notar que, p o t  analogia con mecsnica cudntica, se u t i l i z a  
potencia l  para P(x,z) y no para 4) .  Para poder reso lver  ana l i t i camente  e l  pro- 
blema de autovalores planteado en la ecuacidn ( 1  1-21) es necesar io que P sea 
una funci6n relat ivamente simple dd x. Un caso bastante s e n c i l l o ,  per0 de todos 
modos interesante, se presenta euando P(X,Z) es un po l  inomio de segundo grado 
I 
- '. 
I I -  
- 
- 1  I I 
- 
- 
f i l e s  que en l a  secciBn an- 
: y despreciando e l  corrimilento fhpplpl 
ta es una ecuacidn parabbl i ca  c i l i n d r i ~ a ~ ~  y por l o  tan to  l a  cond ic idn  de 
que 10s modos sean loca l  izados (0 + 0 para y + QD) proporciona la  sol ucidn 
usual en base a funciones de Hermi t e  (H ) . n 
I  
- I  1 
I 
I  I I  - . 
II 
I .  
E l  ancho c a r a c t e r i s t i c o  de l a  per turbacidn puede est imarse calculando l a  po- 
r i c i 6 n  de 10s puntos de retorno.  Estos puntos def inen l a s  posiciones en l a s  . -. 
que se igualan l a s  energias potenc ia l  y c i n e t i c a  de un o s c i l a d o r  a r h i c o  CIS- : 
r i c o  y son l a s  soluciones de l a  ecuacidn 
- -  
- 
I  I  
- . , I  . 
4k2 S*  
Y 2 + Y  - - P  9 L . . ( 1  1-25) 
I  
. . A 4~~ 
- - 
I 
La re lac i6nde d ispers idn  se obt iene a p a r t i r  de l a  condic idn de c u a n t i f i c a c i 6 n  .'-- 
quc puede e s c ~ i b i r s e  en l a  forma 
I  > .  - 
F o e b i b  a1 c6mplejidad de A y S es ta  ecuacidn r e s u l t a  m y  d i f i c i l  de reso lver  
en general y por l o  tan to  se consideran l a s  mismas s i tuac iones $ue en l a  sec- 
1; 1 
I  I :  d - I 
de densidad (L,,, + w )  l a  ecuaci6n ( I  1-26) se re- 
- - - - I  
zi  (zi+v) + (2n+l) I u 0 I 8 z ~ ( z i + v )  fi 
u2 o 
- -  
-4 1 - I 
I  
I I  L'-. - 
- I I l l  
Def in iendo w = iz i+ziv) se obt iene una ecuacidn de segundo grado para !r. Llna 
vez calculada w se resuelve l a  ecuacidn 
8 7 ,  
- 
I - i: 
: 4 
1 I '  I 
. ,-F I - 
z? + 2.v - w2 ' 0 
6-$ 
I i  Rcsulta c l a r o  que e l  estado fundam.nta1 (n=0) es e l  mSs ines tab le  (zi -C 0 
para n -r m) y que las  e s t a b i l i z a n t e  (zi -t O para 
I 
v - r - 1 .  
I I En e l  caso no co l i s ionan te  per0 con gradientes de densidad la c o n d i c i h  
c u a n t i f i c a c i d n  r e s u l t a  
I ' I  . 
donde 
. I 
' - 1  - : I I  
I I F  111 .; ;#'I ; ' . * *  1 1 ' 
solviendo l a  ecuacidn de segundo grado para z se obt iene i 
Recordando que LN > LJ queda c l a r o  que un ~ r a d i e n t e  de densidad del mismo I 
sent ido que e l  de veloc idad t i ene  un e f e c t o  e s t a b i l i z a n t e .  
A f i n  de recobrar 10s resul  tados de l a  t e o r i a  l o c a l  se considera ahora 
e l  caso de un p e r f  i 1 de veloc idad suave (L;' << Blk p) en e l  1 ?mi  t e  no c o l  i- 
Y 
sionante, s i n  gradiente de densidad y con n=O. En es te  caso l a  tasa de c r e c i -  





k I U  I P  
I I t i - ( I  1-31) b 4 ~L;B - -- 
-we .- + *:. *. 
,-*T . - . . %A- - - f,..-. -7 P 
1~ 
. n  8 - , !  < 8.' '1.1."'. ; 7 - : b m  ,.:b - , ? &' 
+ .*<+95 
. '. h '  
. -  9 ,-A&, *? 
Vtil izando es te  v a l o r  de zi puede ja rs8  10s punt05 de retor-.-.=;,* 
I 
,.>*. 
- I - - ' .:$& - 
- -  7 ": 
e 
s k2u3 
P ',I X21-Y- = - -  I riH I .- &! 1 6 ~ : ~ ~  L ~ B  
I -7 . I 
CoaD ix,  >> I xZ (  e l  ancho de l a  p s ~ t u r b a c i b  e r  aproximadamente ! lo tan to  es razonable considerar kx~2BLJ/~ (con k: >> k2). ReempZ Y 
I va lo r  de kx en 10s rcsu l  tados ~btanldos u t  i 1 izando t e o r i a  l o c a l  i a  .rsown r = '  
L 3  , T" -1:. 4 v a l o r  i de z dado en ("1). ., - ,- a ' .  ; ' c -  . ,- 
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y L('l,) es l a  conocida funcidn de dispersidn del plasma26. La densidad i6-  
nica perturbada se obtiene a ~ a r t i r  del modelo de f l u i d o  f r i o  del cap; u l  F.  8 -  ?$ - 
an te r i o r  y resul t a  
mu-' ; - a  
I &:,.; ;:ip 
lntroduciendo las  def in ic iones (notar que ahora Te es funcidn de x) 
pv2 [~\:~+i~-~/ up* 
- 
- 
"e t~ l5/1 id 
I !  I: I .  
- I 
- 1 .  
- - 
..: ., -. f I  
L 
I . - 1 .  
*l - 
. l l i  
'l con resp&eto a p y u t  i 1 i zando las  restantes var ia-  normalizando x, k" y k,, Y S 
bles adirnensionales def in idas en e l  cap i t u l o  an te r i o r  se obtiene, a p a r t i r  
Ce la condici6n de cuasineutralidad, la siguiente ecuaci6n diferencial 
donde 
Las ecuaciones obtenidas en el capf tulo anterior ut i 1 Tzando el m&lo & 
fluido frio pueden recuperarse, a partir de ( 1  11-3), desarrollando la fun- 
ci6n de dispersidn del plasma en el limite de- argument0 grande, desprecian- 
do el tirmino proporcional a T I  e y tomando t (x )  = 1. En efecto, para 
8 .  , *. 
. . 
.-.-A ; 7 1  - y e n  consecuencia, ' t -b, 
tf 31, -? ! I 
I .
- 
=!: 1 '  . - L 
'- T.7' ;. 1' , - . _ , I  1 . 4  I - 4 
I 
- i ... - ;  - - 
- - , ! 1 k; ..- , i u 
I 1 + neZble) = - - C "  1 - -  
I ' . 7 - Z 
, .. e :-. :- , 
- - 
-- 
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La ecuacidn ( 1  1 1-3) es extremadamente d i f i c i  1 de t r a t a r  anal i t  ica- 
mente debido a l a  cornplicada dependencia espacial de ~ ( x , z )  y este problema 
no puede superarse considerando p e r f i l e s  relativamente senc i l l os  de ve loc i -  
. . 
dad, temperatura y densidad porque e l  argument0 de l a  funcidn de d ispers36 
del plasma tambign depende de x. Podria pensarse en l a  pos ib i l i dad  de u t i l i -  
zar 10s desarrol los as in t6 t i cos  de Z(r) ) per0 esto  no es posible debldo a que 
e 
en 10s casos de in te r&  e l  va lor  absoluto der) calculado en e l  punto en qun 
es 
l a  amplitud de l a  perturbacidn es M'xima,resulta del orden de l a  unidad. DI 
bido a l o  expuesto anteriormente, en e l  res to  de este cap i t u l o  se presenta- 
rdn 10s resultados obtenidos a p a r t i r  de l a  resolucidn num6rica de la  ecua- 
c idn ( 1  11-3). Los d t o d o s  numiricos' u t i l  izados se discuten en d e t a ~ l a  en el 
apkndice B por l o  que aqui  solamente se menciona que se us6 un cddigo de eFe* 
mentos f i n i  tos que permi t e  obtener e l  va lo r  de z y l a  autofuncii jn correspon- 
diente. La f a l t a  de soluciones ana l i t i cas  puede compensarse en parte notando 
que, como se menciond en e l  cap l t u l o  anter ior ,  l a  ecuaci6n de est ruc tura  de 
modo ( s i n  e l  t i rmino proporcional a a$/ax) se asemeja a l a  ecuacidn de 
Schrlfdinger y por l o  tanto e l  estudio de l a  forma de ~ ( x , z )  permite encon- 
t r a r  algunos argumentos cua l i t a t i vos  para exp l i ca r  10s cambios que sc produ- 
cen en l a  frecuencia y est ructura  espacial de las  autofunciones a1 va r i a r  10s 
. ,, 
r ' -  
pardmetros de i n te r i s .  
Antes de proceder a l a  resolucidn nulnirica de l a  ecuacidn (.I 11-3) es 
1 
necesario espec i f icar  10s p e r f i l e s  de velocidad, temperatura y densidad que 
- 
I 
serdn u t i l i zados .  En este sent ido et conveniente que 10s p e r f i l e s  usados sc 
relativamente senc i l los ,  per0 a1 mirmo tiempo proporcionen una buena descrip- 
c i6n de l a  s i tuac idn f i s i c a  considerada. En l a  fase i n i c i a l  de una desca rg~  I 
6hmica l a  co r r ien te  (y en consecuancia l a  temperatura e lec t r i jn  ica) disminuye 
- 1  
hacia e l  i n t e r i o r  del plasma mientras que l a  densidad aumenta. La u t i l i z a c i b  
de p e r f i l e s  1 ineales velocidad y temperatura no resu l ta  del todo aconsejable 
r .  . 
3 . -  . 
I-- . . -- 
e l  proceso de penetra- 
I 
1 -2' 
- , r  * 
I - .  
, I , # . '  
no(x) = no (0) exp (x/L,.,) 
donde LJ, LT y L son las longitudes carac te r i s t i cas  de 10s gradiantes & ve- N . - 
- 
locidad, temperatura j-densidad rerpect ivamnte y uo y Teo son l a  velocidad 
y temperaturs ~ l e c t r b n i c a  en x=O. En general se considerars qua l a  velocidad 
. .' , 
% I  
de 10s electrones es mucho menor que l a  velocidad t6rmica ([uol << 1) y quc 
es del orden de algunas decenas de eV. Debe notarse que se ha u t j l i r a w  
1 rnisma dependencia espacial p a r  1. p e r f i  i c s  de cor r ien tc  y tcmperatura 
, .,-- 
per0 que, en p r inc ip io ,  L y L pueden ser diferentes. En l a  f ig.2 se presen- J T 
tan 10s g r5 f  ices- de velocidad, temperatura y densidad en funci6n de x. Una vcz ,,-, 
.L$l$' ;-I =.-. : 
- - que'ke ha espec~f icado e l  p e r f i l  de cor r ien te  puede calcularse e l  campo mag- 
t i c o  res 
- > 




v e r i f i c a r  que pa 
2 exp(2x/lJ) 
1 + exp(2x/lJ) 
!$I , -  1 
' ' I  
I 
se recupe'ra l a  exp I res i bn ap rox i mada 
( I '  8 
u t i  l izada i e#&j;yyrior. . . 
, ,, J, I- I .  - 
.-- 1- r' - I 
--: I .I.) - . . E -  
1 
- I -  I 8- lnestabi 1 idades Produci das por Gradientes de Veloci dad - - -'\, 
-- .. . 

I .  
En es ta  secci6n se estudian las  ines tab i l idades producidas po r  gradien- 
tes de veloc idad e l e c t r 6 n i c a  en un plasma con temperatura u n i f o r m .  Para e l10  
se resuelve numiricamente l a  ecuacidn (111-3) en e l  l i m i t e  L + a  y se deter- T 
mina l a  dependencia de l a  f recuencia y e s t r u c t u r a  espacia l  de 10s modos ines- 
tables r ~ ~ C c t o  de 10s parLmetros de in terbs .  Para f a c i l  i t a r  e l  an51 i s i s  de 
1 a s i  tuaci6n- cgnsi,derada se comienza po r  e l  caso mbs senci 1 l o  ( ~ l a s m a  no co l  i- 
- 
F , ' 5 , .  
sionante y con densidad uniforme) y se agregan poster iormente 10s e fec tos  re- 
lacionados con gradientes de densidad y co l i s iones .  
En l a  f i g .  3 se gra f icaron @ C f f g .  3a) y Q (fig. 3b) en f s r n c i h  I 2 x con 
x 10-a . A menos qu,e se ind ique l o  c o n t r a r i o  de aqu i  en adelante l a s  l i n e  
- .  ;i::: I f  
nas corresponden a l a  l pa r te  rea l  y l a s  punteadas a l a  p a r t e  imaginaria. Los 
g r i f  icos de 4 y Q pres.enta_n  dog^ c a r a c t e r i s t  icas importantes. P r i m r o ,  l a  par 
*- 7-- 3: 
t e  rea l  de Q es negat iva bars x e n t r e  -2.5 y -0.5, presenta un m i n i m  en 
x=-1 y t i e n e  una forma aproximadamente parab6 l ica  a l rededor de es te  mFnim 
( l a  pa r te  irnaginaria es mucho menor que l a  r e a l ) .  Segundo, consistonte w 
l a  forma de Q, l a  funci6n de onda, 4, r e s u l t a  una per turbac i6n loca l izada,  
I 
de f o r m  semejante a una Gaussiana y centrada en xz-1. Conociendo l a  form- 
. - -  , i;;L 
d i  4 es p o s ~ b l e  ve r ' i f i ca r  l a  v a l i d e r  de l a  aproximaciones involucradas en 
e l  mode10 d-e f lu i l$  f r i o - d e l  c a p f t u l o  a n t e r i o r .  E l  mSdulo del  argument0 de 
; 1 4  gr- jad;-* I E P )  - l a  funci6n de d ispers i66  del plasma (calculado en l a  pos i c i6n  de l  d x i m  
F , r  d de 4) resu l  td  aproximadamente i gua l  a 1 .S y e s t o  i nd i ca  claramente que aun 
a temperaturas r e l a t  ivamente bajas 10s e fec tos  c i n 6 t  i cos  juegan un papel im. 
f l  
portante.  Para poder comparar 10s resu l  tados obteni  dos u t  i 1 i zando e l  model o 
. ., I . c i n i t i c o  con 10s correspondientes a1 modelo de f l u i d o  f r i o  se r e s o l v i 6  nu- 7 .  . . ,ll&. 
" k r i c a e n t e  l a  ecuaci6n (11-13) u t i l i z a n d o  10s mismos p e r f i l e s  de ve loc idad 
I y carny: :,agn6tico que en e l  caso c i n d t i c o .  Los resul tados obtenidos se resu- 
;C 
men a cont inuaci6n 
+ .  
. "r  
I . . - 8 .  - 1 -- - 
.&& - -- - . - - 
I I 8  I 2i 
Figura 3 
Tempe r a t  u ra  Mode l o  . z 
- 3  f l u i d o  (1.02+i8.46)~10 
c inEt i co  (0.88+i4.91)~10 -' 
- 3 
f l u i d o  (1.51+i9.54)~10 
La tab la  precedente muestra que 10s resul tados obtenidos con ambos modelos 
d i f i e r e n  apreciablemente y que esta d i fe renc ia  se hace mds importante i l  au- 
m n t a r  l a  temperatura. Puede notarse que l a  tasa de crecimiento obtenida can 
e l  modelo de f l u i d o  f r i o  resu l ta  mayor que l a  correspondiente a1 modela c i&-  
t i c 0  y esto se debea l  e fec to  es tab i l i zan te  del amortiguamiento de Landau de 
10s electrones. En todos 10s casos la  par te  rea l  de l a  frecuencia coincide 
casi exactamente con e l  va lo r  del corr i tn lento Doppler (k upeH) ca lw lado  
I/ 
la posici6n del m6ximo de l a  perturbacibn; l a  d i fe renc ia  en t re  10s r e s u l t  
correspondientes a ambos modelos se debe entonces a1 desplazamiento tie d 
dx imo .  1- - -..- 
En l a  f i g .4  las  curvas 1 y 2 corresponden (respectivamente) a las  p 
real  (z ) e imaginaria (2.) de l a  frecuencia en funcidn de k para LJ=2.5, 
r I Y 
u -0.1 y Teo=40 eV y l a  curva 3 corresponde a l a  par te  imaginaria de z par 
0 
10s mismos valores de L y uo per0 con Teo=lOO eV. A menos que se indique 1 J 
12 -3 4 
con t ra r io  se u t i l i z a r a '  I = ) ,  n-5x10 em y B=2x10 G en e l  resto de este 
bajo. Estos valores resul tan apropiados para descr ib i r ,  por ejemplo, e l  proc 
so de d i fus i6n  de l a  co r r ien te  en un tokamak ( l a  densidad es l a  corraspondicn- 
t e  a1 borde del plasma) pe ro debe notarse, s i n  embargo, que en e l  caso no co- 
l i s ionan te  n, 6 y Teo no aparecen scparadamente en l a  ecuaci6n de est ruc tura  
del modo s in0 que se combinan para formar 0 y por l o  tanto  10s resultados ob- 
tenidos ser6n v6 l  idos para cualquier  o t r a  combinaci6n de n, B y TeO que pros 
duzca e l  mismo va lo r  de B. El g rd f i co  muestra que e l  modo es inestable dentro 
de un amplio rango de valores de k y que l a  tasa de crecimiento de l a  inesta 
Y 
32 
b i l i dad ,  zi, es mSxima en k -1 para ambos valores de temperatura. La parte. 
Y L I +, 
real es mucho menor que l a  imaginaria (para k.,=l) y no cambia apreciablemente' 
Y w, 
con l a  temperatura (por eso se g ra f  i c d  una sola curva) . Como k =k B I B  Fz // y y 0' 
l a  parte real proviene p r i nc ipa lmn te  del corr imiento Doppler, se r i a  razona- 
r Y b le  esperar que z creciera a1 aumentar k . En e l  gr6 f ico se ve h 
que esto no ocurre y eso se debe a que e l  aumento en k es compensado (Y aun 
Y 
superado) por l a  disminucidn que se produce en u y BV a1 desplazarse e l  &i- 
mo de l a  perturbacidn hacia e l  origen. 
i n  
La f ig.5 ed un grSf ico de i a s  partes real (curva 1) c 
va 2) de l a  frecuencia en funcidn de Teo con k =1, L ~ 2 . 5  y uO=-0.1 ( las cur- 
Y J 
vas 3 y 4 corresponden a1 caso co l is ionante que serd anal izado m6s adelante). 
E l  mod0 resul ta  inestable en todo e l  rango de temperatura considerado y se 
observa que l a  tasa de crecimiento de l a  inestab i l idad t iene un mSximo en 
r =40 eV mientras que l a  par te  rea l  crece ligeramente con l a  temperatura. 
eo 
En l a  f ig .6  se presentan las  par ter  rea l  e irnaginaria de l a  frecuencia enLfurr - 
ci6n de L con k -1 ,  uo=-0. 1 y dos valores de temperatura; J Te0=40 eV tcu Y 
1 y 2 respect\vaente) y Te;lOO eY (curvas 3 y 4 respect ivamntel .  A1 rum 
I I . 
t a r  LJ l a  tasa de crecirniento disminuye rspidamnte (Y este e fec to  es d s  
notable a a l t as  temperaturas) .mientras que l a  par te  rea l  t o m  el m i s m  va lor  
para  ambas temperaturas. Para valares grsndes de LJ l a  teor fa  de fluldos dal 
cap i tu lo  an te r io r  indica que zi deberfa ser proporcional a LJ (sf. ec. (I I I -  
31)); este comportamiento se  observa en l a  curva 2 per0 no en l a  4 y eso se 
debe a que a l  aumentar l a  ternperatura 10s cfectos c i n4 t  icos hacen que 10s re- <,1. 
sultados de :apitulo anter ior  pierdan val  idez. En l a  f ig .7  se graf icsron las 
partes real  e imaginaria de l a  frecucncia en funcidn de luo l  con k = I ,  LJ-2.5 Y 
J 
'eo 
=40 eV (curvas 1 y 2 respect ivnwnte) y Teo=JOO eV (curvas 3 y 4 respep- 
tivarnente) . E l  grdf  i c o  nuest ra c larmente que l a  tasa de crecimiento de l a  ines- 
tab i 1 i dad aumen ta  en forma cas i i ineal  con luo 1 s iendo es t e  comportarniento se- 
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mejante a1 observado en e l  cap i tu la  anter ior .  La parte rea l  de l a  frecuencia 
se incrernenta en forma casi cuadrst ica con 1 u 1 y esto se debe a que e l  co- 
o 
r r imiento Doppler es proporcional a uz. - -. - . I  . ?. I- * 
Hasta ahora se han estudiado las  inestabi l idades producidas por l a  
existencia de un gradiente de velocidad en un plasma no co l is ionante y con 
densidad u n i f o r m .  Como en toda s i tuac i6n experimental ex is ten  gradientes de 
densidad y col is iones es importante estud iar  10s cambios que se producen en 
la frecuencia y est ructura espacial de 10s modos considerados cuando se in- 
cluyen ambos efectos. La f ig .  8 es un grSf i c o  de las  partes real  e imagina- 
r i a  de l a  frecuencia en funcidn do 1 con k = 1, LJ = 2.5, uo = -0.1 y N Y 
= 40 eV (curvas 1 y 2 respect ivamente) y Teo = 100 eV (curvas 3 y 4 
respectivamente) . En e l  gr5 f  i c o  puede verse que a1 disminui r L l a  par te  N 
real  de l a  frecuencia cambia apreciablemente mientras que l a  parte imagina- 
r i a  decrece levemente (o sea que e l  gradiente de densidad t iene un efectn 
- 
estabi 1 izante) . Los resul tados n u d r i c o s  indican que l z  -zr l  (donde ir es 
r 
e l  va lor  de z para LN + a) aumenta en f o n a  aproximadamente l i nea l  con 
r 
- 1 
LN para pequeilos valores de L y este comportamiento es semejante a1 de 1 N 
frecuencia de deriva diamagndtica asociada a1 gradiente de densidad. Puede 
deci rse entonces que l a  parte real  de la f recuencia se debe en este caso a 
dos contribuciones; e l  corr imiento Doppler y l a  frecuencia asociada a1 gra- 
d iente de densidad. Como para 10s valores de temperatura considerados la  V 
cuencia de col  i s  i 6n (normal izada rcspacto de ni) resul t a  aproximadamnte del 
mismo orden que l a  frecuencia de l a  perturbaci6n es 16gico suponer que l a  
inclusi6n de las  col is iones modif icard 10s resultados obtenidos y que estas M r L f . :  .n 
modificaciones seran menos rmportantes a medida que l a  ternperatura aumenta 
(recordar que v a T'*). En l a  f i g .  5 se graf icaron -r (curva 3) y ri (curva eo r 
4) en funcidn de Teo con k = 1, LJ = 2.5. uo -0.1, L~ = 100 y V# 0. Como 
Y 
podia esperarse las col is iones t ienen un efecto  es tab i l i zan te  y este  e fecto  
Figura 8 
es mds pronunciado a temperaturas m4s bajas. La est ruc tura  espacial de l a  
perturbaci6n es bdsicamente l a  misma que en e l  caso no co l is ionante y por 
l o  tanto 10s cambios producidos en l a  par te  real  (aumento del va lor  abso l i -  
t o  y apar ic i6n de un minimo en -2  ) no se deben a una modi f icacidn en l a  
r 
contr ibuci6n proveniente del  corr imiento Doppler s in0 que representan un 
aporte propio de las  co l is iones 
C-lnestabi l idades Producidas pot- Gradientes de Temperatura 
En esta secci6n se estudian l a s  inestabi l idades producidas por gra- 
dientes de temperatura en un plasma por e l  que c i r c u l a  una cor r ien te  un i -  
forme. Como en e l  caso an te r i o r  se comienza por l a  s i tuac i6n  mSs senc i l l a  y 
luego se introducen 10s efectos relacionados con gradientes de densidad y 
coi  isiones. 
En e l  cap i tu lo  an te r i o r  se mstrb  que, en presencia de un gradiente de 
velocidad, l a  contr ibuci6n proveniente del t6rmino convectivo es responsable 
por l a  apar ic i6n de modos inestables. Las inestabi l idades producidas por gra- 
dientes de temperatura se deben, en catnbio, a1 movimiento de der iva que se 
produce en todo plasma inhomog6neo y magnetizado. Esta der iva se debe a1 mo- 
vimiento de c i c l o t r 6 n  de las  par t i cu las  en un plasma inhamogineo, y es per- 
pendicular a1 campo magn6tico y a l a  d i recc idn de 10s gradientes. En presen- 
c i a  de grad ientes de densidad y temperatura y supon iendo una funci6n de d i s -  
t r i buc i6n  localmente Maxwell iana l a  velocidad de der iva resu l ta .  
Las inestabi l idades relacionadas con este movimiento se conocen con e l  nombre 
de inestabi  1 idades de der i ~ a " ' * ~  y proporcionan un mecanismo mds ef  i c  iente  
(en un plasma de baja densidad) que 10s procesos o rd inar ios  de re la jac idn  pa 
ra d is ipa r  l a  energia l i b r e  asociada con las  inhomogeneidades del plasma. 
En l a  f i g .  9 se g ra f i ca ron@( f i g .  9 a ) y Q ( f i g .  9b) en funci6n d e x  
para k -1.5, L -4, T =I00 eV, uo=-0.1 y z=(2.87+il.50) x . 1 0 ~ ~ .  La par te  rea l  
Y T- eo 
de z presenta una d i ferenc ia  irnportante respecto de 10s resultados obtenidos 
en l a  secci6n an te r io r  y eso se debe a que en este  caso l a  cont r ibuc idn p r in -  
c i pa l  no proviene del corr imiento Doppler s ino de l a  frecuencia de der ivs  
diamagngtica asociada con e l  gradiente de temperatura. Resulta claw,  a d d f ,  
que l a  par te  real  de Q(x,z) es M n o r  qwe cero para x>O y s i n  ernbar.go l a  fm* 
c idn de onda se anul a ra'p idamente. Esto se expl ica cons i derando que la ~ 8 ' -  
."-- 
imaginaria de @(x,z) es del mlsmo orden que l a  par te  rea l  y puede, pot 16 
tanto, proporcionar un rnecani smo a1 tarnat  ivo  para loca l  i za r  l a  perturbaci6n.-; 
En efecto, analizando l a  f i g .  9 puede notarse que en este caso l a  f s m  de 
$(para x>O) corresponde a una osc i lac idn  amortiguada y no a un decaimiento 
exponential semejante a1 de l a  seccl6n an te r io r .  Se verd m5s adelan%e que 
no - siernpre ocurre l o  mismo ya que para o t r o s  valores de 10s p a r h t r o s  l a  
perturbaci6n queda local izada debido a l a  ex is tenc ia  de un pozo en l a  par tc  
rea l  de ~ ( x , z ] .  E l  va lor  absoluto del  a r g m n t o  de l a  funcidn de d i s p e r s i h  
del  . plasma resul t a  nuevamente del  orden de l a  unidad (para 10s para'metros de 
l a  f i gu ra )  y por l o  tanto debe u t i l  izarse l a  forma exacta de esta funci6n. 
En l a  secci6n [ I  I - A  se considersron per f  i i e i '  ;emejantes de velocidad y 
temperatura e lec t rdn ica per0 introdueiendo l a  pos ib i l i dad  de que l a s  long i -  
tudes carac te r i s t i cas  asociadas con cada uno de 10s gradientes ( L ~  y 5) ;I 
sean di ferentes.  S i  bien no ex is ten suf ic ientes datos experimentales a1 re=- 
pecto parece razonable considerar LT algo mayor que L J ya que, siendo e l  gra- 
d iente de temperatura consecuencia de l  gradiente de cor r iente ,  cualquier  pro- 
ceso de d i fus i6n  t i rm ica  tendrS com~ resultado un p e r f i l  de temperatura &s 
Flgura 9 
suave que e l  de velocidad. La verdadera r e l a c i d n  e n t r e  L y L dependers J T 
del  balance en t re  las  tasas de calentamiento y d i f u s i 6 n  per0 de todos modos 
e l  comportamiento c u a l i t a t i v o  de 10s modos producidos por  l a  acci6n simul- 
tdnea de ambos gradientes (estudiados en l a  pr6xima secci6n) no resul  t a  afec- 
tad0 por pequefios carnbios en 1.a re lac idn  L /L T J '  
En l a  f i g .  10 se presentan l a s  par tes  rea l  e imaginar ia de l a  frecuen- 
c i a  en funci6n de k para L =4, u 1-0.1 y dos va lores  de ternperatura; T = 
Y T o eo 
Puede verse que a1 aumentar l a  temperatura disminuye e l  ancho de l a  regidn en 1 
que e l  mod0 es ines tab le  y a1 mismo tiempo e l  mSximo de l a  tasa de crecimientc 
se desplaza hacia e l  or igen.  La pa r te  rea l  de l a  f recuencia resu l  t a  mayor que 
l a  imaginaria (notar  l as  d i fe ren tes  escalas u t i l i z a d a s  en e l  gra'fico) y crece 
cas i  1 inealmente para k 3 1 siendo es te  e l  comprtamiento correspondiente a I,& 
Y - 
f recuencia de de r i va  diamagnstica arociada con e l  g rad iente  de temperatura.. Li 
f i g .  11 rnuestra l a s  par tes  rea l  G u r v r  1) e imaginar ia (curva 2) de la frecuen-' 
c i a  en funcidn de T para k -1.5, LT=4 y u;-0.1. La tasa de c rec imicn to  1 1 -  
eo Y 
canza su v a l o r  mdximo en T = 70 sV y l a  pa r te  rea l  crece casi  l inealmente 
eo 
con Teo. El a n S l i s i s  de la es t ruc tu ra  espacia l  de l a  per turbac idn muert ra que . 
a bajas temperaturas l a  l oca l  i zac i6n  se debe a l a  e x i s t e n c i a  de un pozo en la  
par te  r e a l  de Q mientras que a a l t a r  temperaturas e l  comportamiento de l a  au- 
tofuncidn queda determinado por  l a  pa r te  imaginar ia de Q(x,z).  En l a  f i g .  12 
se g ra f i ca ron  l a s  par tes  rea l  e imaginaria de l a  f recuencia en funci6n de L T 
para T =50 eV, k -2 y uo=-0. 1 (curvas 1 y 2 respect ivamente) y Teo=lOO eV, 
eo Y 
k = 1.5 y uo=-0. 1 (curvas 3 y 4 respect i vamente) . Puede verse que l a  tasa de 
Y 
crecimiento no aumenta mondtonaments el d isminu i r  LT y que l a  p a r t e  r e a l  de 
l a  frecuencia crece en forma aproxlmadamente 1 i nea l  con LT. La compl icada de 
pndenc ia  de T y T '  respecto de LT hace m y  d i f i c i l  encontrar  una e x p l i c a c i i  
e e 
s a t i s f a c t o r i a  de es te  comportamiento. En l a  f i g .  13 se presentan l a s  par tes  
Figura 10 




rea l  e itnaginaria de l a  f recuencia en funcibn de luo 1 Para Teo=5u ev, k = 
Y I 
2 y LT=4 (curvas 1 y 2 respect i vamente) y  T = I  00, k = I .  5 y LT =4 (curvas 3 9 
eo Y T 
4 respectivarnente). Como en es te  caso no hay gradientes de ve loc idad e l  dn i -  
co resul  tad0 de aurnentar l u  I es incrementar l a  c i z a l  ladura  de l  campo magni- . 
0 FJ 
t i c o .  En 10s estudios sobre l a  i n e r t a b i l i d a d  un iversa l  (donde se consideran!! 
gradientes de densi dad re1 a t  i vamente suaves) se ha encontrado que l a  c i  za l  l a -  I 
22 r ' dura del  campo rnagngtico t i e n e  un e f e c t o  e s t a b i l i z a n t e  y po r  l o  tan to  po-, 
d r l a  esperarse'que a1 aumentar l u  I la tasa de c rec imiento  de l a  i n e s t a b ~  .* .-';' , _-. 
0 
- '  - 7 .. 




que es t o  no ocu r r e  ya que para ambos valores de ternperatu ra  e l  grdf lco de 
I z.  VS. 1u I presenta un mzxirno. Este cmportamiento puede expl  i carse  notando I 0 .. . - que a1 v a r i a r  l u  I cambia e l  mtcanismo responsable por  l a  l oca l i zac idn  dc Ir * 2; 
0 5'  I '.,> perturbacibn. Para pequeiios va lores  de luo 1 e l  modo se encuentra l o c a l  izado . 
I debido a l a  ex i s tenc ia  de un pozo en l a  pa r te  rea l  de Q(x,z). mientras que para 
valores grandes de l u  1 l a  pa r te  imaginar ia de Q(X,Z) es responsabte de \ a  19. 
B t -  o o l l z a c i b n .  El rniximo v a l o r  de l a  t a l a  de crecirniento corresponde aproximads- ->?A 
I mente a1 v a l o r  de l u  I para e l  cual se produce l a  t r a n s i c i 6 n  e n t r e  u r n  y 0 
-1 
mecan i smo. 
. h 
La inc lus i6n  de un gradiente de densidad suave no modi f ica apreciable-  
I 
mente l a  f recuencia y es t ruc tu ra  espacia l  de l  modo. La tasa de crecirniento ' 1 
"Ii 
disminuye aproximadamente un 10% cuando se inc luye  un grad iente  de densidad 
' I  Y (con L -25) y 10s cambios en z son a h  116s pequeiios. Para conc lu i  r con el es- N- r - - I t u d i o  de las  ines tab i l idades producidas pot- gradientes de temperatura se con- 
s i d e r a e l  e f e c t o d e  las  co l is iones.  En l a  f i g .  11 l a s  curvas 3 y 4  correspon- 
' ki-4m7!h den a l as  par tes  rea l  e imaginaria de l a  frecuencia C r e ~ ~ e c t i v a m e n t e )  para k Y 
1.5, LT=4, u0 1-0.1, L -100 y vZO. Resul ta c l a r o  que l a  i n c l u s i 6 n  de l a s  c o l i -  N- 
siones t iende a e s t a b i l i z a r  e l  modo y que es te  e f e c t o  es mss importante a ba- 
- 
j as  temperaturas (recordar que V a T ) La p a r t e  rea l  de l a  f recuencia no 

presenta modif icaciones importantes. En l a  f i g .  14 se presentan 10s g r6 f i cos  
de $ ( f i g .  14a) y Q ( f i g .  14b) en funcibn de x con T -100 eV. k -1.5, LT=4, 
eo Y 
u =-0.1, L -100, v#O y z=(2.40+ i 1.14) x lo-=. Cornparando estos g r S f i c o r  con . 
0 N- 
10s que aparecen en l a  f i g .  9 (con 10s mismos valores de 10s restantes pars- ' 
metros) puede verse que a1 i n c l u i r  l a s  co l i s iones  se modi f i can apreciablemcnte .:-: 
. .I 
1 a forma de ~ ( x , z )  (aparecen pozos en l a  p a r t e  r e a l )  y l a  es t ruc tu ra  espac ia l  
*' de l a  per turbaci6n.  Este cambio en l a  forma de ~ ( x , z )  se debe a1 hechs de que = - - ; 
- i-3 
. + --L 
l a  dependencia espacia l  de l a  temperatura ha s ido  mantenida en l a  txprc ' -  - 
l a  f recuencia de c o l  i s i bn .  En general l a  p a r t e  rea l  de ~ ( x . 2 )  presenta s p w  
zos si tuados casi  s i k t r i c a m e n t e  respecto del o r i gen  y para algunas vs lores  &_-$ 
10s pardmetros l a  "barrera" que 10s separa resu l  t a  suf i cientemente baf 
gosta como para que l a  per t rubacidn ocupe ambos pozos. 
0- lnestabi l idades Producidas por  Gradtentes de Velocidad y Temperatura 
En l a s  secciones precedentes se mostr6 que t a n t o  e l  gradiente de 
c idad corn e l  de temperatura (*ctuando separadamente) pueden produci r mdos 
inestables y se es tud i6  en d e t a l l e  l a  dependencia p a r a k t r i c a  de l a  tasa de 
crecimiento y es t ruc tu ra  espacia l  de l a  per turbaci6n.  S i  b ien  10s resu l tado 
obtenidos son importantes,el es tud io  do l a s  i nes tab i l i dades  producidas p o r  
gradientes de densidad de c o r r i e n t e  no puede considerarse conclu ido ya que 
cualqu i e r  s i  tuac i6n experimental an\bos gradientes estarSn presentes simul tsnea- 1. 
mente. En es ta  seccidn se estudian entonces 10s modos ines tab les  producidos por  
\ 
l a  accibn simult6nea de 10s grad ienter  de veloc idad y temperatura. En es te  
sent ido r e s u l t a  importante deterrninar s i  10s modos estudiados en l a s  seccio. i 
nes I I I B y C se transforman en un h i c o  modo o s i  p o r  e l  c o n t r a r i o  apareceb 
dos modos inestables. Los es tud ios  muestran l a  e x i s t e n c i a  de dos m d o s  ines- 
tables; uno de e l  10s se obt  iene introduciendo un grad iente  de temperatura en 
Figura 14 
e l  modo estudiado en l a  secci6n I l l - 8  (se l o  1 lamari "modo v") y e l  o t r a  
proviene de agregar un gradiente de velocidad a1 modo estudiado en l a  secci6n 
I l I-C (se l o  llamar; "modo T"). 
En l a  f i g .  15 se graf icaron + ( f i g .  15a) y Q ( f i g .  15b) en funcidn de x 
para e l  modo V con k =1.5, Te0=70 cV, LJ=2.5, ~ ~ 4 ,  LN-100, u -0.1, v#O y 
Y 0 
r=(1.03+i 0.39) x 10'~.  Puede notarse que, debido a l a  inc lus ien del gradien- 
t e  de temperatura, l a  parte rea l  de Q(X,Z) presenta ahora dos pozos. En este 
caso l a  perturbaci6n ocupa ambos pozos y adquiere, en Consecuencia, une 
pl icada est ruc tura  espacial.  En l a  f i g .  16 se presentan C$ ( f i g .  16a) y Q 
16b) en funci6n de x para e l  modo T con 10s mismos valores de 10s parsme 
que en l a  f i gu ra  an te r io r  per0 con r-(1.30+ i 0.60) x Q ( X )  e bssicr- 
mente e l  mismo que en l a  f i g .  15 (y l a  pequefia d i fe renc ia  se debe a l a  d i f e  
rencia en- 10s valores de l a  frecuencia) per0 s i n  embargo l a  es t ruc tura  espa- 
c ia1 de l a  perturbacidn resu l ta  t o t a l m n t e  d i ferente .  Este ejemplo muestra 
entonces que, para un dado conjunto de valores de 10s pardmetros, ex is ten dos 
modos inestables con d i fe ren te  est ruc tura  espaclal y frecuencia. 
En l a  f i g .  17 se presenta un g r 6 f i c o  de l a  tasa de crecimiento de l a  
ines tab i l  idad en funci6n de k para e l  mdo V con LJ=2.5, LT=4, LN=lOO, u = 
Y 0 
-0.1 y v f O .  Las curvas 1 2 y 3 corresponden a Teo40 eV, Te0=70 eV y Tea= 
100 eV respectivamente. Resulta evidente que, para d i s t i n t o s  valores de tem- 
peratura, se obtienen curvas cual i tat ivamente d i ferentes.  La curva 1 t i ene  
bssicamente l a  misrna forma que l a  curva 2 de l a  f i g .  4 (aunque l a  tasa de 
crecimiento sea menor debido a las  co l is iones y e l  gradiente de temperatura) 
y esto puede expl icarse considerindo que para Teo-40 eV l a  par te  p r i nc i pa l  de 
la perturbaci6n se encuent ra  loca l  f zada en e 1 poto ubi  cado en x<O (recordar 
que este f ue e l  comportamiento observado en l a  secci6n 1 1 1-81 . En o t  ras pa 
labras puede decirse que para e l  va lo r  de temperatura correspondiente a l a  
curva 1 l a  in f luenc ia  mbs importante parece provenir  del gradiente de ve loc i -  
Figura 15 
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dad. La curva 2 r e s u l t a  muy in teresante  ya que posee dos msximos y este  com- 
p r t a m i e n t o  puede nuevamente exp l i ca rse  a p a r t i r  de un a n s l i s i s  de 10s g r b f i -  
cos de @ y Q. Para pequefios va lores  de k l a  pa r te  p r i n c i p a l  de l a  per turba-  
Y 
c i6n  es tb  loca l izada en e l  pozo ubicado a l a  izquierda del  o r i gen  per0 a1 au- 
mentar k se desplaza hacia e l  o t r o  pozo. Uno de 10s mdximos en l a  tasa de 
Y 
crecimiento se obt iene cuando e l  modo 'estb l o c a l  izado en e l  pozo de l a  i z -  
quierda y e l  o t r o  cuando se encuentra en e l  pozo de l a  derecha. La curva 3 
no t iene dos mbximos, per0 de t o d  
k cambia en k -0.75 y es to  se e x p l i c a  u t i l i z a n d o  b5sicamente 10s mismos 
Y Y 
gumentos que antes, ya que e l  cambio de pendiente e s t d  re lac ionado con u 
cambio en l a  zona de l o c a l i z a c i 6 n  de l a  per turbaci6n.  La f i g .  18 es un gr5 
f i c o  de l a  tasa de crecimiento de 
mod0 T con 10s mismos valores de L L y u que en l a  f i g u r a  an te r io r .  J '  L ~ ,  H 0 
Las curvas 1, 2 y 3 corresponden a T 350 eV, Teo=70 eV y Teo=JOO eV respec- 
eo 
tivamente. Los g r s f i c o s  de t$ y Q presentan bssicamente l a s  mismas carac ter is -  
t i c a s  que 10s correspondientes a1 modo V y p o r  l o  tan to  l a  ex i s tenc ia  ck dos 
miximos en l a  curva 2 puede exp l i ca rse  u t i l i z a n d o  10s mismos argumentos qu 
en e l  caso a n t e r i o r .  
En l a  f i g .  19. se presentan l a s  par tes  rea l  e imaginar ia de l a  f recuencia 
en funci6n de Teo para ambos modos con k -1.5, LJ=2.5, LT=4, LN-100, u -0.1 
Y 0 
y vfO. Las curvas 1 2 corresponden a l as  par tes  rea l  e imaginar ia ( respect i -  
vamente) del mod0  y 4 a les par tes  rea l  e 
parando l a s  tasas de crecimiento drs ambos modos con l a s  correspondientes a 
vfO en l a s  f i g s .  5 y 11 puede notarse que, a d i f e r e n c i a  de l o  que ocur re  en 
las  f i gu ras  mencionadas, z no presenta h x i m o s  dent ro  de l  rango de tempera- i 
t u ra  considerado y que a bajas temporaturas ambos modos son menos inestables 
que 10s estudiados en l a s  secciones I l l  B y C de e s t e  c a p i t u l o .  Resulta c l a r o  




un comportamiento semejante per0 para temperaturas mSs ba jas  l a  forma de las 
curvas correspondientes a1 modo V cambia apreciablemente. Como en o t r a s  oca- 
siones, e l  cambio en e l  comportamiento del modo V puede re lac ionarse con un 
cambio en l a  l oca l i zac idn  de l a  per turbacidn y en es te  sen t ido  es importan- 
t e  mencionar que l a  ex i s tenc ia  de dos regiones d i fe ren tes  es una c a r a c t e r i s -  
t i c a  general del modo V, per0 l a  temperatura a l a  cual se produce e l  cambio 
de un rggimen a o t r o  depende del v a l o r  de k cuanto menor sea k mayor sere 
Y'  Y 
l a  temperatura. 
, J 
Como en es ta  secci6n se es td  considerando que e l  g rad iente  de tempera- 
tu ra  aparece debido a l a  ex i s tenc ia  de un grad iente  de densidad de c o r r i e n t e  
en l a  f i g .  20 se presenta un g r 5 f i c o  de l a  tasa de c rec imiento  de l a  inesta-  
b i  1 idad en funcidn de L y LT (es d e c i r  se v a r i a n  simult5neamente L y 4 pe- J J 
r o  manteniendo constante l a  r e l a c i d n  LT/LJ=l . 6 ) .  Las curvas 1 y 2 corresponden 
a1 modo V y t ienen k -1 ,  LN=lOO, u -0.1, v#O y T =40 eV y 100 eV respect i -  
Y o eo 
vamente mientras que las  curvas 3 y 4 corresponden a1 modo T y t ienen L ~ 1 0 0 ,  N ,  
u -0.1, v#O y k =2, T =SO eV y k =1.5,Teo = lo0 eV respectivamente. Resul ta 
o Y eo Y 
c l a r o  que nuevamente son necesarios p e r f  i l e s  de veloc idad y temperatura bas- 
tan te  abruptos para produc i r  mdos  inastables ya que en todos 10s casos l a  t a -  
sa de crecimiento se anula para L <6. Comparando 1 a curva 1 con l a  curva 2 de J' 
l a  f i g .  6 se observa que l a  i n c l u s i h  del  g rad iente  de temperatura t i e n e  un 
e f e c t o  estab i 1 izante para va l  ores grander de LJ (1 a d i  ferenc i a e n t r e  ambos 
grSf icos  no se debe a l a s  co l i s iones  que no fueron inc lu idas  en l a  f i g .  6). 
La curva 2 presenta una es t ruc tu ra  ma's complicada ya que para va lores  grandes 
de LJ (y L ~ )  l a  tasa de crecimiento de l a  i n e s t a b i l i d a d  disminuye en forma 
s i m i l a r  a l a  observada en l a  f i g .  12 pcro  para LJ12 ( ~ ~ ' 3 . 2 )  aparece un m i -  
nlmo r e l a t i v o .  Las curvas 3 y 4 muestran que l a  i n c l u s i d n  de un grad iente  de 
veloc idad t i e n e  un e f e c t o  e s t a b i l i a a n t e  en 10s modos asociados a1 grad iente  
de temperatura per0 no cambia l a  forma c u a l i t q t i v a  de l a  v a r i a c i 6 n  de zi con 
L ~ .  
Finalmente, en l a  f i g .  21, se g r a f i ~ 6  l a  tasa de c rec imiento  de l a  ines- 
tab i 1 i dad en funci6n de 1 u I para ambos rnodos . Las curvas 1 y 2 correspon- 
0 
den a1 mod0 V Y tienen k = I ,  LJ=2.5, LT=4, LNklOO, v#O y Teo=40 eV y 100 eV 
Y 
respect ivamente rnientras que l a s  curvas 3 y 4 corresponden a1 T Y t i e -  
nen LJ=2. 5, LT=4, LN=lOO, v#O y k -2. Teo=50 eY y k -1 -5 ,  Teo=lOO ev respec- 
Y Y 
tivarnente. Comparando l a  f i g .  21 con l a s  f i g s .  7 y 13 se nota  que l a  curva 1 
de l a  f i g .  21 t i ene  e l  mismo conportamiento c u a l i t a t i v o  que l a  curva 1 de l a  
-1 
f i g .  7 (es d e c i r  que en es te  caso la con t r i buc i6n  predorninante proviene del 
'-,, 
gradiente de velocidad) per0 l a  curva 2 presenta una es t ruc tu ra  muy compl i- :1 
cada que se encuentra relacionada nuevamente con e l  desplazamiento d e l  m o b  
- 1  
desde un pozo de R ~ ( Q )  a1 o t r o .  Las curvas 3 y 4 presentan e l  mismo campor- 
, 
tamiento cual i t a t i v o  que l a s  curvas 2 y 4 de l a  f i g .  13 per0 l a  pos ic idn  del ;= 






IV-MODEL0 CON TEMPERATURA IONICA FlNlTA 
E l  modelo de f l u i d o  f r i o  puede ser u t i l i z a d o  s i  l a  ve loc idad de fase de 
l a  per turbaci6n en d i recc i6n  pa ra le la  a1 campo magni t ico es mucho mayor que 
l a  veloc idad termica de 10s iones (Iw/$vi l>> l )  y s i  l a  v a r i a c i d n  de + en l a  
d i recc i6n  de l a  inhomogeneidad es suf ic ientemente suave cornparada con e l  radi 
de Larmor de 10s iones (m5s adelante se presenta un c r i  t e r i o  cuant i  t a t i v o  pa- 
r a  es ta  condic ibn) .  En e l  c a p i t u l o  a n t e r i o r  se v i 6  que e l  v a l o r  absoluto del 
argument0 de l a  funci6n de d i s p e r s i h  del  plasma correspondiente a 10s e lec-  
trones es del orden de l a  unidad y por  l o  tan to  (como Ti$Te) resul t a  ev idente 
que l a  pr imer condic idn se sa t i s face  ampliamente. En o t r a s  palabras, l a  per tur -  - 1 
bacidn se encuentra loca l izada b ien  dentro de l a  zona en l a  cual e l  amortigua- 
miento de Landau de 10s iones comienra a ser  importante. Esta fuer te  l oca l i za -  
ci6n, s i n  embargo, hace que l a  segunda condici6n no se sa t i s faga  completamente 
y por l o  tan to  l a  u t i l i z a c i 6 n  de un modelo en e l  que se inc luyen todos 10s efec- - 
- il 
tos relacionados con l a  rotac iBn de Larmor de 10s iones produce importantes 
cambios en l a  frecuencia y es t ruc tu ra  espacia l  de 10s modos inestables aun I 
valores de temperatura 16nica bastante menores que 10s de 'temperatura e l e c t  ra 
n ica .  
La mayor pa r te  de 10s t raba jos  an te r io res  dedicados a1 es tud io  de ondas 
de de r i va  y mic ro ines tab i l  idades u t i l i z a n  e l  modelo de f l u i d o  f r i o  a l a  "apro- 
ximaci6n d i f e r e n c i a l "  para 10s iones. Este i i l  t imo m6todo conduce a una ecua- 
c idn  d i f e r e n c i a l  de segundo orden en l a  que se inc luyen 10s e fec tos  c i n i t i c o s  
asociados a1 movimiento de 10s iones pero,es v j l i d o  s6 lo  s i  ipfa2/ax21<<l y 
por  l o  tan to  no en es te  caso. Desde hace ya c i e r t o  tiempo 28 
se sabe que un co r rec t0  t ra tamiento  de l a  dinsmica de 10s iones requ iere  l a  
mi-:, - 
reso luc i6n  de una cornpl icadamecuaci6n i n t e g r a l  en l a  cual  l a  f recuencia del 
modo aparece coma autovalor,  Recienternente han aparecido algunos t raba jos ,  
. - 
pI1 L- -. >. 
.. .- - -.I,, 
- 
tanto a n a l r t i c o s  como nume'ricos, en 10s que se es tud ia  l a  e s t a b i l i d a d  de ondas 
de de r i va  e l e c t r o s t 5 t i c a s  resolv iendo l a  eeuacidn i n t e g r a l  correspondiente 29-31 
y se ha presentado tambign una extensi6n de l  &todo a1 caso de perturbaciones 
e l e c t r o r n a g n ~ 5 t i c a s ~ ~ .  En es te  c a p l t u l o  se u t i l i z a r S  e l  f o r m a l i s m  i n t e g r a l  par; 
ana l i za r  l a s  modif icaciones que se producen en 10s modos estudiados en 10s 
cap i tu los  precedentes a1 incrementar l a  temperatura i6n ica .  
A-Densidad 16nica Perturbada 
Como e l  m6todo u t i l i z a d o  para c a l c u l a r  l a  respuesta i 6n i ca  no es mtiy co- 
nocido en es ta  seccidn se presenta el c 5 l c u l o  de l a  densidad i6n i ca  pertuba'-  
con c i e r t o  d e t a l l e .  
E l  punto de p a r t i d a  es l a  ecuaci6n de Vlasov l i n e a l i z a d a  en e l  I f m i t e  
I donde F. es l a  funcio'n de d i s t r i b u c i d n  de e q u i l i b r i o  (funcio'n de las  constan- I k% tes de movimiento) y f i  l a  p e r t u r b c ( 6 n .  Las constantes de movimiento que se 
C1"; ,$. 
u t  i l izara'n en es te  caso son v2 (energia) y l a  coordenada x del  cent ro  de g i r o  
de l a s  ~ a r t l c u l a s  (XI. Para demostrar que X es efect ivamente una constante de 
movimiento se u t i l i z a  l a  de,f iniei6n de l a  pos i c idn  d k l  cent ro  de g i r o  de l a s  
p a r t i c u l a s  
donde - r es l a  posic i6n de l a  p a r t i c u l a  y - R l a  del centro de g i ro .  Resul ~a as; 
??. 1 
v_, sen a 
x = R . $ = x -  - 
' i
donde vAes  l a  componente de l a  velocidad en d i recc i6n perpendicular a1 c t 
magngtico y a es e l  5ngulo de fase en e l  espacio de velocidades (a(t)-%n, I. 
- b  -1 
Coos i derando que 1 a long i tud t i p i  ca de v a r i  acidn del campo magne't i co es much@ - -,; 
. - 
- .  
menor que e l  radio de Larmor de 10s iones se t iene 
', I-. "=  - 
Otra forma de ver que X es una constante de movimiento consiste en considerar 
que e l  centro de g i r o  se desplaza a l o  la rgo de 1 as 1 ineas de campo magne'tl co 
.-id, 74 
(ademis de l a  deriva. en d i recc idn ;, debida-a1 gradiente de - 8) y que este t i e -  
ne s610 componentes en las  d i  recciones 4 e 9. 
Ut i l i zando  estas dos sonstantas de movimiento se def ine l a  s igu lente  f u r  
c i6n  de d i s t r i buc i6n  de equi 1 i b r i o  
I r 
':donde V : = Z T ~ / ~ ~ .  Resulta c la ro  que N(X) debs e l eg i r se  de m d o  t a l  que l a  oen- 
sidad i6n ica de e q u i l i b r i o  resu l te  igual  a l a  e lec t r6n ica.  U t i l i zando  un per- 
f i l  exponencial 
se obt  iene 
donde I es l a  runci6n de Bessel modif  icada de orden cero. Cornparando con 
0 
( 1  11-5) se obt iene 
Debe notarse que p f / 8 ~  :I  y en consscuencia tan to  e l  f a c t o r  exponencial con, --I 
.J 
la funci6n de Bessel serdn aproximadamente iguales a l a  unidad. 
La funcldn de d i s t r i b u c i d n  perturbada se c a l c u l a  u t i l i z a n d o  el m0'3do 
de l a s  c a r a c t e r i s t  i cas  me, - L! .  I t  
i ( I v-5) 
rn i -OD 
donde - r '  y - v '  corresponden a l as  t r a y e c t o r i a s  no perturbadas de las p a r t l c u i a r  
y se consider6 que fi(t 4 --1)-0.' Cow 
y (despreciando t6rrninos de segundo orden en B /B ) Y 0 




Considerando que las magnitudes perturbadas t ienen una dependencia temporal 
y espacial dada por 
- 
@ ( ~ , t )  = $(XI  exp( ik  y - iw t )  
Y 
f ( r , v , t )  - - = ?(x,v) - exp( i k  y - iw t )  Y 
- 
se obtiene l a  s iguiente ecuacidn para f (x ,v )  -
donde T= t l - t .  En este punto se presenta e l  problema de que dentro de la  in- 
tegra l  aparece 8 evaluado a l o  largo de l as  t rayector ias  no perturbadas. Una -'.- 
. 
pos ib i l i dad  es desar ro l la r  $(XI )  en se r i e  de Taylor alrededor de x y retener 
10s t i rminos de hasta segundo orden en XI-x. Este procedimiento es v s l i d o  4 
1610 s i  ipf a2 /a4<< l  y conduce a una ecuaci6n d i f e renc ia l  de segundo or&n 
que incluye efecros c i n i t  icos5 (a este  d t o d o  se l o  conoce c- aproxinaci6n 
J d i f e renc ia l ) .  Como en 10s estudios real izados en e l  cap i t u l o  an te r i o r  l a  lon- 1 
g i t ud  t l p i c a  de v a r i a c i b  de 5 es dsl orden del rad io  de Larmor de 10s iones 1 (para Ti=Te) este &todo no resul  t a  m y  apropiado. El d t o d o  u t  i 1 izado en 
este cap i tu lo  consiste en suponer que $ ( X I )  cumple con las  condiciones nece- I 
sarias para l a  ex is tenc ia  de su transformada de Four ier  y por l o  tan to  pue-- bl 
de esc r i b i  rse en l a  forma 
dk' i k ' x '  
Reemplazando (IV-9) en ( Iv -8)  
x '  - x = - [.sen(ni=+a) - sen a] 
' i
x exp ( [  i k l x  '+k [ Y I - Y ) - ~ ~ ] )  1 Y 
j 
- 
Como se ha u t i l  izado una representacidn de Four ie r  para $ l a  condic idn 
cuas ineut ra l idad debe plantearse en e l  espacio - k. La transformada de F 
do l a  densidad perturbada es td  dada por  
A - i k x  - -ikx Ti(x,v) d3v  dx e i X  J GN - - (Iv-11) 
. . 
Para poder i n t e g r a r  en (IV-10) es necesario conocer x '  e y '  en funcidn de T; 
En un plasma de ba jo  f3 y donde l a  c i z a l l a d u r a  del campo magnetic0 es d 
d r b i t a s  de 10s iones pueden e s c r i b i r s e  en l a  forma 
v~ B ( x ) y , ~  




donde v = V . B / ~ B ~ .  U t i l i z a n d o  es tas  expresiones. para l a s  Grbi tas,  e fec tua // -- - 
v ,a y u t i l  izando l a  r e l a c i d n  e l  cambio de va r iab les  x,vX,v v + X,vL, ,
Y '  
00 
exp ( i u  seny) = Z J n (u) einy 
n=O 
I 
donde Jn es l a  funcidn de Bessel & orden n, se obt iene l a  s igu ien te  expre 
s idn  para G(k) en e l  1 i m i  t e  de bajas frecuencias (w<<ni) r 
don de 
B-Ecuac i 6n l n teg ra 1 
. ;< 
( k ,  - l 0 / 2  exP{- (h2+ht2) p2 i } 4 
j 
Para 10s electrones se u t i l i z a  e 
r i o r  y por l o  tanto l a  transformads de 




exp [- i 
mode 1 o 
r de l a  
que en e l  eapf 
dens i dad e lec t  
A 
La condici6n de cuasineutral idad, en e l  espacio - k (e(k)=n i  k ,  puede escr i -  






- -  h12 E ( k t 2  + k2  ) p: h2 5 ( k2  + k2 ) p: 'li - 
y .  Y 1 k// 1 
y se u t i  1 i z6  l a  misma normal izaci6n que en e l  cap1 t u l o  an te r i o r  para i a s  
-- 
tantes var iables.  
C-E l  Limi te  de Flu ido F r i o  
En esta secci6n se muestra que bas ecuaciones u t i  1 izadas en e l  cap i t u l o  
- -  I 
an te r i o r  pueden p a r t i r  de (IV-15), considerando e l  l i n i t e  Ti + O  
(T +OD) . Queda u t  i 1 izando valores suf icientemente grandes 
de .r deberian obtenerse 10s mismos resul tados que con l a  ecuacidn d i f e renc ia l  
del cap i tu lo  precedente y esta propiedad resu l ta  muy G t i l  para con t ro la r  e l  &i '. 
- 
c6digo nu&rico empleado para resolver l a  ecuaci6n in tegra l .  En todos 10s c k "  I 
sos considerados 10s resul tados dci cap i tu lo  an te r i o r  fueron recuperados (con . ,' 
dos o 116s c i f r a s  ~ i ~ n i f i c a t i v a s ]  u t i l i zando  valores de r cercanos a l o 3 .  
Para valor-es grandes de r , r0(h,h1) Y z(T'I.)  pueden desarro l la rse a p r i -  
mer orden en -r" obtenigndose 
Reempl azando es tas expres iones en 1 e ecuac i6n ( I  V- 15) se obt i ene 
Comparando esta ecuaci6n con l a  (1 1 1-3) puede comprobarse que l a  e x p r e s i b  
(IV-16) es simplemente l a  transforrnada de Fourier ( s i n  e l  t6rmino proporeio- 
nal a &$/ax que de todos modos no es importante) de l a  ecuaci6n u t i  1 izada e r  
e l  cap i tu lo  anter ior .  E l  t i rmino proporcional a (k2+k12)$(k') corresponde a 
l a  derivada segunda y resu l ta  c l a ro  que s i  se u t i l i z a r a  e l  desarro l lo  comple- 
t o  de ro aparece s superiores de k2 y k12 (y consecuentemente de- 
rivadas de 6rden . En otras palabras, puede deci rse que l a  ecua- 
c i6n in tegra l  exacta es equivalente a una ecuacidn d i fe renc ia l  de orden i n f i -  
n i t o .  E l  a n s l i s i s  precedente permite predecir  que las autofunciones obtenidas 
u t i  1 izando l a  ecuaci6n d i fe renc ia l  (I 11-3) (que no incluye derivadas de drdenes 
superiores) resul tardn mds suaves que las  obtenidas a pa r t  i r de 1 a ecuaci6n 
in tegra l .  Esto se debe a que en l a  ecuaci6n d i fe renc ia l  se pierden )as compo- 
A 
nentes de @(k)  correspondientes a va lo r t s  grandes de k y en consecuencia desa- 
parecen los deta l les  de estructura f i n a  de +(x) .  
I La ecuacidn (IV-15) ha s ido  resuel t a  nurnericamente empleando l a s  t i  i -  
cas d iscut idas  en e l  apgndice B. En es ta  seccidn se presentan 10s resultados 
obtenidos u t i l i z a n d o  10s rnisrnos p e r f i l e s  de velocidad, temperatura y densida 
-4 
que en e l  c a p i t u l o  a n t e r i o r  y considerando l a  accidn simultsnea de 10s gradi  
tes de veloc idad y ternperatura (es d e c i r  e l  caso considerado en 1 1  1 - 0 ) .  
En l a  f i g .  22 se g r a f i c d  $(x )  para e l  modo V con k - 1 ,  LJ=2.5, 
Y LT'4 , 
LN=lOO, T =40 eV, uo=-0. 1, v#O y dos va lores  de r;  ~ ~ 1 0 0  ( f i g  . 22a) y r=2 e o 
(fig. 22b). La frecuencia del mod0 r e s u l t 6  i gua l  a (8.43+ i 3.82)xlO" para 
.r*100 y (10.70+ i 6.08)xIO " para r=2 y po r  l o  tan to  puede dec i rse  que l a  per 
turbacidn se vuelve mds ines tab le  a1 d isminui  r r.  Cornparando ambos g r 5 f  icos 
resu l ta  c l a r o  que a1 d i sm inu i r  r se modi f i ca  tarnbidn l a  e s t r u c t u r a  espacia l  
de la  perturbaci6n ya que s i  b i e n  l a  forma g loba l  de l a s  autofunciones es ba 
sicamente l a  rnisma en ambos casos, l a s  par tes  r e a l  e imaginar ia de 4(x) se 
vuelven ma's agudas a1 d isminu i r  r (esto es cons is tente  con e l  anGI is is  r e a l i  
zado ef 1-9 sg n , la f i g .  23 se g r a f i c d  $(x) para e l  modo T 
.i k L' 8 4 
con k =1.5, L LN=lOO, T =I00 eV, u0=-0.1, v#O y 10s m isms  v a l o  
Y .  eo 
res de T que en l a  f i g  22. La f recuencia del  modo es (1.78+ i 0.98)x10'"ara 
.r=100 y (2.20+ i 1 .30) x1 o ' ~  para re2 y 1 a es t ruc tu ra  espaci a1 de 1 a per turba-  
c i6n  presenta cambios semejantes a 10s observados en e l  caso an te r io r .  Corn 
ejemplo de las  rnodif icaciones que se producen cuando l a s  derivadas de 6rdene 
superiores adquieren mayor importancia puede notarse que l a  e s t r u c t u r a  loca- 
l izada a1 rededor de cambia apreci  abl emente (vo l  v i  &dose mucho ma's aguda) 
a1 d isminu i r  T. 
En l a  f i g .  24 se g ra f i ca ron  l a s  pa r tes  rea l  ( f i g .  24a) e imaginaria ( f . ,  
24b) de l a  f recuenc i a  en funci6n de T para ambos modos . Las curvas 1 y 2 (en 
ambos g r l f i c o s )  corresponden a1 modo V y t ienen k = I ,  LJ=2.5, ~ ~ ' 4 ,  LN=lOO, Y 
u -0.1, v#O y Teo=40 eV y 100 eV respec t i vamnte  rnientras que l a s  curvas 3 y 
0 
4 corresponden a1 modo T y t ienen LJ=2.5, LT=4. LN=lOO, uo--o. 1, Y kys2, 
Figura 22 
Figura 23 
T =50 eV y k ~ 1 . 5 ,  Teo=l 00 eV respect ivarnente. Los resu l  tados num6ricos nues- 
. eo Y 
t r a n  claramente que ~ e ( z )  e lm(z) aumentan a1 disminu ir T per0 l a  complej idad 
d e l a e c u a c i 6 n  (IV-15) hace i m p o s i b l e e n c o n t r a r u n a e x p l i c a c i 6 n s a t i s f a c t o r i a  
w 
de es te  fen6meno. Cuando T d isminuye 4 (x) se vuelve m6s agudo y por l o  tan to  
-- 
eta mayores valores de k ($ (k)  va a cero m5s len ta-  :i es necesar i ,. 
mente) . Esto impone un 1 i m i  t e  en 10s va lores  de T que pueden ser alcanzado , 
ya que l a  subrut ina que c a l c u l a  transformada r6pida de Four ie r  opera de mod0 
t a l  que para un dado v a l o r  de Ax ( regibn en l a  que $(x)  es f i n i  to)  e l  Ak ( re -  
- - 
g i6n en l a  que se ca l cu la  $ (k)) es proportional a1 nGmero de nodos u t  il iza- 
: e 
dos para d e f i n i r  l a  mal la.  En algunos ca'sos trabajando con mat r ices  de hasta + 
- ,  4 
256x256 se obtuvieron resul tados con f iab les  ~ 6 1 0  para T32 y por l o  tan to  
se presentan resul tados para va lores  116s pequeRos. y :. -- . a, 
- 
En e l  c a p i t u l o  a n t e r i o r  se vi6 que se necesi tan va lores  relativarnen 
pequefios de L y L para que aparezcan modos inestables.  Corno l a  tasa de cre-  a J T 
c imiento  de ambo a a1 d i sm inu i r  T es na tu ra l  preguntarse s i  pa. 
r a  yalores re lat ivamente pequei5os de T es p o s i b l e  obtener modos inestables 
con pe r f  i l e s  mSs suaves de veloc idad y temperatura (mayores va lores  de LJ y 
L ) .  Para contestar  a es ta  pregunta se ha graf icado, en l a  f i g .  25, l a  tasa T 
de crecimiento de l a  i n e s t a b i l i d a d  en func idn de LJ y LT ( 9 1 . 6 ~ ~ )  con T-2 ro-  
r a  ambos modos. Las curyas 1 y 2 corresponden a1 modo V y t ienen k 11, LN= Y 
100, uo=-0. 1, W O  y T =40 eV y 100 eV respect ivamente. Las curvas 3 y 4 co- 
. '  - 
eo 
'.. 
rresponden a1 mod0 T y t ienen L -100, uo=-0.1, v#O y k -2, Te0=50 eV y k = N Y Y 
1.5, Teo-100 eV yespectivamente. C w y ~ r a n d o  estas curvas con l a s  que se pre- 
sentan en l a  f i g .  20 puede verse que 10s modos resu l  tan inestables para va la  
res 1 igeramente mayores de LJ y LT pero no aparecen cambios cual  i t a t i v ~ s  
importantes. Esto ind ica  que, independientemente de l  v a l o r  de T, se necesi- 
tan p e r f  i 1 es de veloc idad y temperatura bas tan te  abruptos para produc i r ines- 
t a b i  1 idades. 
Figura 24 
- Figura 25 
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V-DISCUSION Y CONCLUSIONES 
En esta tesis se han estudiado en detalle las inestabilidades produci- 
das por gradientes de densidad de corriente en plasmas inhomog6neos y magne- 
tizados. Utilizando diversos modelos para describir la din6mica de iones y 
electrones se mostr6 que 10s gradientes de velocidad y temperatura electrij- 
2 
nica pueden producir modos inestables localizados en la vecindad de las su- 
perficies racionales y se determind la dependencia de la frecuencia y estr 
tura espacial de estos modos respecto de 10s par6metros que definen el equ 
1 ibrio. 
En el capitulo I 1  se utilizaron las ecuaciones de dos fluidos (en la 
aproximaci6n de pl asma f rio) para estudi ar 1 as inestabi 1 i dades produci das 
por gradientes de velocidad electrcnica. Considerando que el ancho de la 
perturbaci6n en la direcci6n de la inhomogeneidad es mucho menor que las 
longitudes caracterTsticas asociadas con 10s gradientes de las magnitudes 
de equil ibrio (aproximaci6n local) se obtuvo una relaci6n de dispersidn al- 
gebraica que muestra que la tasa de crecimiento de la inestabilidad es po- 
si tiva (el mod0 inestable) en una regi6n del plasma cuyo ancho es inversa- 
tlpica del gradiente de velocidad y que la 
del corrimiento Doppler. En el caso no 
ci6n de dis~ersi6n aue muestra la existencia de modos inestables. En ambos 
casos se mos tr6 colisiones disminuyen la tasa de crecimiento de la 
local, la condici6n de cuasineutralidad condujo a una ecuaci6n diferencial 
lineal de segundo orden que, fijadas las condiciones de contorno, admite 
soluci6n s6l0 para determinados valores de frecuencia. Esta ecuaci6n fue re- 
suelta analiticamente considerando perturbaciones localizadas y perfiles re- 
lativamente sencillos de velocidad y campo magnitico, obtenidndose una rela- 
inestabilidad v aue. en las condiciones correspondientes a1 comienzo de una 
descarga 6hmica, e l  gradiente de densidad tambidn resu l t a  es tab i l i zan te .  
En e l  cap i tu lo  I l l  se u t i l i r 6  e l  modelo de f l u i d o  f r i o  para 10s iones 
y l a  ecuaci6n de der iva c i nd t i ca  para 10s electrones, y se mostr6 que tanto  
e 1 gradiente de velocidad como e l  de temperatura (actuando separadamente) 
pueden produci r modos inestables loca l  i zados, y que cuando se consideran 
ambos gradientes simult5neamente aparecen dos modos inestables. En e l  caso 
de 1 as i nes tabi  1 i dades producidas por gradientes de ve loc i  dad se compararon 
10s resultados obtenidos u t i l i zando  e l  modelo c i n 6 t i c o  con 10s correspmd.ien. 
tes a1 modelo de dos f lu idos,  encontrindose que 10s efectos c l n i t i c o s  m d l f  i. 
can apreciablemente l a  frecuencia y loca l izac i6n de l a  p e r t u r b a c i h  y que es. 
tas modificaciones se vuelven ma's importantes a medida que l a  tempcratura aug 
menta. Los estudios num6ricos mostraron adem6s que estos modos son inestabla! 
dentro de un amp1 i o  rango de valores de 10s p a r h e t r o s ,  que tanto  las  col  i s i o -  
nes corm e l  gradiente de densidad t ienen un e fec to  es tab i l i zan te  y quo, en w 
plasma inhomogineo y no col is ionante,  l a  par te  tea l  de l a  frecuencia proviene 
del corr imiento Doppler y de l a  frecuencla asociada a1 movimiento de der lva 
producido por e l  gradiente de densidad. Los estudios sobre inestabi l idades I 
producidas por gradientes de temparatura m s t r a r o n  que l a  par te  imaginaria 1 
I 
de Q(X,Z) puede proporcionar un mecanlsmo alternative para l o c a l i z a r  l a  per- 
: ! 
turbaci6n y que l a  par te  real  de l a  frecuencia se debe principalmente a1 mo- I 
vimiento de der iva producido por el gradiente de temperatura. La inc lus idn 
de col isiones modi f ic6 apreclablemnts l a  forma de ~ ( x , z )  ( a ~ a r e c i e r m  dos 
pozos en 1 a a1 y tuvo un e fec to  estab i  1 izante mientras que l a  adi- 
c i6n de un suave gradiente de densidad ( L ~  >> L 
f i ca t i vos .  Se mostrd tambidn que cuando se 
ta'neamente l a  ecuacidn d i f e renc ia l  admite dos soluciones inestables para un 
dado conjunto de valores de 10s par6metros y que ambos modos poseen una es- 
t ruc tu ra  espacial bastante compleja. Las estudios nume'ricos m s t r a r o n  ademiis 
que, aun para p e r f  i l es  de temper s suaves que 10s de veloc 
t r i  buci6n del gradiente de temperatura es, en general , mds 
correspondiente a1 gradiente de ve loc idad en l a  
y es t ruc tu ra  espacia l  de 10s modos inestables y que se necesi tan p e r f i l e s  de;_  
ve loc i  dad y temperatura bastante abruptos para produc i r i nes tab i  1 idades. by 
En e l  c a p i t u l o  I V  se mostrb que cuando l a  t e  dnica es del  mis- 
F 
no orden que l a  e lec t r6n ica  (es d e c i r  p del m i s m  orden qua pS) i 
maciones generalmente u t i l i z a d a s  para e l  es tud io  de ondas de de r i va  y mrcro- - 
i nes tab i l idades en plasmas inhomogfreos dejan de ser  v d l i d a s  y debe r e c u r r i r -  
se a un formal i s m  in teg ra l .  Ut i 1 izando una representaci6n de Four let- pa;a 
4(x )  y l a  condicidn de cuas ineut ra l  idad (en e l  espacio - k) se obtuvo una er-a 
c idn  i n teg ra l  donde l a  f recuencia del modo in te rv iene  como autova lor  y se 
trb que en e l  l i m i t e  .r -t se recuperan l a s  ecuaciones correspondientes a1 
mode10 de f l u i d 0  f r i o .  Resolviendo nudr icamente  l a  ecuacidn i n t e g r a l  se mos- 
n t r 6  que a1 d i s m t n u ~ r  T l a  forma de 4(x) cambia y e l  mod0 se hace 16s Inesta- 
b l e  ( l a  p a r t e  rea l  de l a  f recuencia tambi in  aumenta) y que con es te  modelo 
tambien se neces i'tan fuer tes gradientes de veloc i dad y tempera tu ra  para pro-  
d u c i r  modos inestables.  
A .  
La u t i l i z a c i 6 n  de va r ios  modelos para es tud ia r  una misma s i t u a c i d n  f i-  
s e  
I 
s ica  p e r m i t i 6  anal i z a r  e x h a u s t i v m n t e  e l  p r o b l e m  considerado y determinar 
e l  rango de va l i dez  de l a s  aproximaciones involucradas en cada uno de e l l o s ,  
En es te  sent ido  r e s u l t a  p a r t i c u l a r m n t e  importante l a  comparacidn e n t r e  10s 
resu l  tados obtenidos en 10s cap i tu los  I I I y I V  ya que, salvo l a  r e f .  32, no 
b e x i s t i a n  hasta e l  momento t raba jos  en 10s que se compare am os metodos. Para 
c o n c l u i r  con e l  a n 6 l i s i s  de 10s modelos u t i l i z a d o s  puede dec i rse  que, dejando 
de lado algunas aproximaclones real izadas para s i m p l i f i c a r  10s c5 lcu los ,  e l  
&todo usado en e l  c a p i t u l o  I V  permite es tud ia r  ines tab i l idades e l e c t r o s t d t i -  
cas en un sus t ra to  de plasma s i n  imponer o t r a s  condiciones que l i m i t e n  e l  ran- 
go de va l i dez  de 10s resul tados obtenidos. Ya se ha mencionado que, debido a 
10s bajos va lores  de B considerados, no parece probable que ios  e fec tos  e lec,  
tromagnit icos, cuya inc lus i6n  dentro del  f o r m a l i s m  i n t e g r a l  se ana l iza  en l a  
r e f .  32, puedan i n t r o d u c i r  modif icaciones apreciables en 10s resul tados obt*,  
n idos.  Los efectos relacionados con l a  g e o m t r i a  t o r o i d a l  (que es l a  u t i l i z  
da en l a  mayoria de 10s d i spos i t i vos .de  confinamiento magngtico) podr ian p-- 
bablemente i n c l u i r s e  dentro del metodo i n t e g r a l  u t i l  izando e l  formal i s m  "ba 
looning" 33 per0 no ex i s ten  hasta e l  m o n n t o  t raba jos  en 10s que se consider1 
es te  problema. 
La fase i n i c i a l  de una descarga 6hmica cons t i t uye  una s i tuac i6n  expe- 
r imental  de i n t e r i s  en donde l a s  ines tab i l idades consideradas en es te  t r a -  
bajo pueden desempenar un papel importante. La ausencia de un f u e r t e  e f e c t o  
pel i c u l a r  Cque deberia aparecer de acuerdo con l a  t e o r i a  c l 5 s i c a )  podrIa ex- 
p l i c a r s e  a s i  como debida a1 t ranspor te  an6malo inducido p o r  ines tab i l idade 
semejantes a l a s  estudiadas en es ta  t e s i s .  E l  mecanismo propuesto para ex- 
p l  i c a r  l a  penetraci6n del p e r f i l  de c o r r i e n t e  puede d e s c r i b i r s e  en l a  siguien- 
t e  forma. Part iendo de una s i t u a c i d n  de e q u i l i b r i o  ( s i n  tu rbu lenc ia)  se efec-  
tQa l a  descarga 6hmica; como in i c ia lmen te  no e x i s t e n  modos inestables (y con- 
secuentemente e l  t ranspor te  es clSs[co) l a  c o r r i e n t e  generada no puede pene- 
t r a r  en e l  plasma y comienza a establccerse un fue r te  gradiente.  Cuando e s t e  
gradiente alcanza un v a l o r  c r i t i c o  e l  plasma se vuelve ines tab le  (en l a  zona 
en que se loca l  i za  e l  gradiente)  y l a  c o r r i e n t e  d i funde debido.a l  t ranspor te  
anemalo. Esta d i f u s i 6 n  cont in i ia  hasta que e l  p e r f i l  de 'cor r ien te  se vuelve su- 
f ic ientemente suave c o w  para que no e x i s t a n  modos inestables.  En es ta  s i t u a -  
c i6n  e l  t ranspor te  ser5 nuevamente c lSs i co  y todo e l  proceso podr% r e p e t i  rse 
en una pos ic i6n  d i fe ren te .  Este cont inuo cambio e n t r e  conf iguraciones es tab l  
e inestables (y consecuentemente en t re  t ransporte c l 6 s  i co y an6mal o) puede ex- 
p l i c a r  l a  rdpida penetraci6n del  p e r f i l  de c o r r i e n t e  en e l  plasma. Como no e x i s  
ten mediciones experimentales suf ic ientemente precisas de 10s p e r f i l e s  de co- 
r r i e n t e  y temperatura durante l a  fase i n i c i a l  de una descarga 6hmica (aunque 
se conocen aproximadamente 10s tiempos de d i fus idn )  es imposible determinar 
sl e l  mecanismo propuesto es efect ivamente responsable de l a  d i f u s i d n  de l a  co- 1 
r r i e n t e .  E l  mayor problema cons is te  en determinar s i  realmente se producen 10s 
fuer tes  gradientes necesarios para l a  e x i t a c i 6 n  de modos inestables y en caso : ,  
a f i r m a t i v o  c a l c u l a r  l a  magnitud del  t ranspor te  an6malo inducido. Una forma de 
contestar  a estas preguntas s e r i a  c a l c u l a r  10s coe f i c ien tes  de t ransporte anb- - 
malo asociados con 10s mdos  considerados, reemplazarlos en un c6digo de t rans-  
t e  y comparar e l  tiempo de penetracidn obten 
i se obt isne un bven ido  experimentelm 
r i a  conc lu i rse  que e l  mecanismo propuesto es 
do a p a r t i r  del  cddigo con e l  
acuerdo e n t r e  ambos valores '- 
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CALCULO DE LA DENSIDAD ELECTRONICA PERTURBADA A PARTIR DE 
E l  rad io  de Larmor de 10s electrones es mucho .menor que todas l as  
longitudes que interv ienen en e l  p rob lem y por l o  tanto  es conveniente 
reemplazar l a  ecuac i6n de Bol tzman por o t ra  mds senci 1 la  que haga uso de 
esta propiedad. Esta ecuaci6n se conoee con el nombre de ecuaci6n de de r i -  
va c i n6 t  ica y 'ha s ido deduclda rigurosarnente por var ios  autores 34-35. En 
este apgndice se presenta una deducci6n s impl i f icada de l a  ecuaci6n de de- 
r i v a  c ing t i ca  y l a  densidad e lec t rdn ica resul tante.  E l  punto de par t ida  es 
l a  ecuaci6n de Bol tzrnan 1 ineal izada (como sdlo se consideran electrones se 
omite e l  subindice e' 
donde e l  segundo t6rrnino en e l  miembro de l a  derecha representa la var ia -  
c i6n  de f debida a co l is iones y rct supuso que l a  funci6n de d i s t r i buc idh  y 
10s campos pueden esc r i b i r se  corn l a  suma de un va lo r  de e q u i l i b r i o  mBs una 
perturbac i6n 
E l  efecto de las co l  isiones s e r i  modelado mediante un operador de Krook 2 3 
que conserva el n6mero de par t i cu las  
donde v es l a  frecuencia de c o l i s i d n  electrdn- ion,  n o l a  densidad de equi- 
l i b r i o  y n, l a  densidad perturbada 
En e l  caso de perturbaciones e lec t ros ts t i cas  y suponiendo nulo e l  camp e l i t -  
t r i c o  de e q u i l i b r i o  l a  ecuacidn (A-1) puede reescr ib i r se  en l a  f o r m  
donde @ es e l  potencial e lec t ros tS t i co  (E - = -V( ) y l a  derivada t o t a l  debe 
tomarse a l o  la rgo de las  t rayector ias  no perturbadas. La funci6n de d i s t r i -  
bucidn de e q u i l i b r i o  debe ser funcidn de las  constantes de movimiento 
Fo = F ~ ( K ~ , K ~ , * . * )  con dKi/dt = 5 
Las magnitudes de e q u i l i b r i o  dependen s61o de x y por l o  tanto se conservan 
l a  energia y las  comwnentes del lmpulso candnico en d i recc idn 9 y 2 
como - B = QxA - y BZ = B o 4 l a  componente 9 del potencial  vector  est5 dada por 
I 
I 
I . y en consecuencia 
I 
es una constante de movimiento. La t o r m  de B (y par consiguiente de A ) 
Y z 
depende del pe r f  i 1 de cor r ien te  elegido per0 en todos 10s casos B (x=0)=0. 
Y 
Ut i l i zando esta condici6n. e l  hecho de que P y P son constantes de movi- 
Y f 
miento y despreciando t i rminos de orden p /L puede demostrarse que V (V = 
e // /I 
v.B/lBJ ) es una constante de movimiento. La funcidn de d i s t r i buc i6n  de eq - 
- - 
y consecuen ternente 
Qnde $ = 8/181 y P = V / - x ,  ReempIazando (A-5) en (A-4) se obt ienc 
- Y 
U t i l  izando l a  re lac i6n 
y considerando que l a  dependencia temporal y espacial de las  magnitudes per- 
turbadas est5 dada por 
resu 1 t a  
..# 
p ( ~ , t )  = p(x)  exp ( i k  y - iwt)  
Y 
E l  t i r m i n o  v /Q que aparece en l a  d e f i n i c i 6 n  de P es de l  orden de p y Y e 
po r  l o  tan to  puede despreciarse f r e n t e  a x. E l  hecho de que x r e s u l t e  
aproximadamente constante puede entenderse faci l rnente s i  se considera que 
e l  campo magni t ico t i e n e  s6 lo  componentes segdn 9 y 2. Debe notarse, s i n  
embargo, que es ta  aproximaci6n puede efectuarse s6 lo  despuis que aP/av - ha 
side calculada. U t i l l z a n d o  l a  re lac i6n  
ky (y"-y) = k,, y,, (t ' - t) 
(donde las  magnitudes primadas corresponden a l a  t r a y e c t o r i a  de l a  p a r t f -  
cu la)  es posi  b l e  i n t e g r a r  (A-7) obteni6ndose 
La ecuaci6n (A-8) es l a  ecuacidn de der iva  c i n i t i c a  y ha s ido  ampliamente 
u t i l i z a d a  en e l  es tud io  de ondas de de r i va  y micro ines tab i l idades en plasmas 
no homogEneos. La densidad perfurbada puede ca lcu la rse  a p a r t i r  de (A-3) Y 
I C '  : I I 
I 
I avanzar en el cdlculo de sario especificar la f 












I Reemplatando (A-1 1) en (A-9) se obtienen integrales que contienen la fun- 
I ci6n de distribucidn de equilibrio, el denominador (u+ iv-k,,~,) y potencias 
I de v y vI' Estas integrales pueden ser evaluadas convenientemente introdu- // 





Utilizando la funcidn de distribucien definida en (A-10) se obtiene 
resul ta as i 
don de 
METODOS NUHERICOS 
A-Ecuaci6n Di ferenc ia l  
E l  p r o g r a m a u t i l i z a d o h a s i d o Q i s c u t i d o e n d e t a l l e e n  l a  ref. 3 6 y  . 
. - tanto aqui ~ 6 1 0  se presenta uns idea general del d t o d o  empleado. Las I 
ecuaciones d i ferenc ia les que tnteresa resolver son de l a  forma 
. 
r'. 




cia1 ( rea l ) .  En general A, B, C y B, son funciones complejas y resu l ta  c la .3  
- - 
que, f i jadas las  condiciones de contorno, l a  ecuacidn (B-1) tendr6 saluci6n 
~ 6 1 0  para determinados valores de x .  E l  problema consiste entonccs en deter- 
minar 10s valores de z y calcu lar  l as  autofunciones correspondientes. El  mi- 
todo de elementos f i n i t o s  37 empleado cons i r te  en seleccionar un espacio- da 
funciones en donde se pueda aproximar l a  soluci6n de l a  ecuacidn d i fe renc ia l  
nediante un desarro l lo  de l a  forma 
donde 10s Xi (x) son funciones conocldas y 10s a coef ic ientes a determinar. 
.i I 
En este caso e l  espacio de funciones u t i l i z a d o  es e l  de 10s "splines" cbbi- 
cos. Dada una pa r t i c i dn  B (ll:a=tl<t2<. . . t~-l < t  N =b) del i n te r va l0  [a,b] 10s 
spl ines cCbicos son pol inomios de' tercer  grado continuos por tramos y con 
I 
primera y segunda derivada continua. En cada subinterval0 de l a  p a r t i c i 6 n  
un polinomio cGbico queda determinado por 4 coef ic ientes y como hay N-1 
subintervalos se tiene un total de k(~-l) coeficientes. Las tres condicio- 
nes de cont i nui dad en 10s nodos i nteriores proporcionan 3 (M-2) condiciones 
de vjnculo y por lo tanto se necesi tan N+2 pardmetros para determinar el 
desarrollo de una funci6n (en base a splines ciibicos) en el interval0 con- 
siderado. Dentro de 10s splines cGbicos 10s d s  convenientes son 10s splines 
bisicos (o B-spl ines) ya que poseen las mejores propiedades de localizacibn. 
Estos 8-splines pueden definirss en la f o n a  
don de 
Para simp1 if icar 10s cilculos 'iiudricos es conveniente desarrol lar tambiCn 




10s $.(x) son 
J 
es tos desarro 
B-splines y 10s Y coef ic ientes a determina j 
110s l a  ecuacidn d i ferenc ia l  puede esc r i b i  rse 
Mu1 t i p l  i cando por bi e integrando en [a,b] se obtiene 
donde e l  tini no que contenia $k en (8-5) fue integrado por partes. Es im- 
7, 
portante destacar que, debido a 10s desarrol los u t i l i zados  para A, B y C ,  
,. . 
l as  integrales resultantes involucran 5610 spl ines cijbicos y son, por lo 
tanto, independientes de y . Una vez que estas in tegra les han s i &  calcu- 
ladas l a  ecuaci6n (8-6) puede reescr ib i  rse en l a  f o r m  
donde G es una mat r i z  de ( N + ~ ) x  ( ~ + 2 )  (en general se u t  i 1 i zb N.200) . Para i k  
que l a  ecuacidn (8-7) tenga solusldn d i s t i n t a  de l a  t r i v i a l  e l  determi- * 
nante de l a  m t r i z  de coef ic ientes debe ser cero. Los valores de z quedan 
determinados entonces por las soluciones de l a  ecuacidn 
Una vez calculado e l  autovalor es pos ib le  determinar 10s yk y cons t ru i r  l as  
autofunciones correspondientes. E l  algor i tmo n u k r i c o  conste entonces de 10s 
siguientes pasos (el  d iagram de f l u j o  se encuentra en l a  f i g .  26) 
i- Estimar e l  va lor  de z 
ii- Calcular 10s elementos de G 
i J 
iii- Calcular d e r [ ~ ~ ~ ( z ) ] .  S.i det -0 continuar; s i  d e t [ ~ . . ( z ) ] # ~  c - 
1 J 
b i a r  z y retornar a ii- 
i v -  Calcular e l  autovector (y) - correspondiente a1 va lo r  de z encontrado 
v- Calcular 4 
Para f i n a l  i za r  conviene mencionar que e l  uso de elementos f i n i t o s  per- 
mi te  implementar con f a c i l i d a d  las  condiciones de contorno requeridas. Como 
se buscan se pide que l a  funclbn sea cero en un ex- 
l a  derivada primera se anule en e l  otro.  
La primer condici6n se sat is face dsfiniendo y =O o Y ~ + ~ = O .  La condici6n sobre 1 
l a  derivada se sat is face anulando el tgrmino de super f ic ie  de (B-6) en e l  o t rc  
extremo. Como 10s extremos del i n t e w a l o  de in tegrac i6n no quedan detennina- 
dos por paredes materiales s ino por  l a  1ocalizaciBn producida por la  inhomoge- 
neidad del plasma e m r i o  tomar a y b su f i c ien temnte  grander c m  para 
que e l  resultado f i n a l  no dependa de su va lo r  especi f ico.  
B-Ecuac i6n l nteg r a l  
En l a  r e f .  38 puede encontrarse un tratamiento completo de 10s &todos 
num6ricos u t i l r zados  para resolver ecuaciones in tegra les  y en l a  ref .  32 l a  
apl icacidn de estos m6todos a1 caso de ecuaciones integrales semejantes a l a  
que aparece en este t rabajo.  En esta secci6n se considerard sblo e l  &todo u- 
t i l i z a d o  en esta tes is .  
I La ecuacidn in tegra l  (IV-15) pwede esc r i b i r se  en l a  forma 
donde ~ ( k , k ' , z )  es e l  "kernel" y z e l  autovalor. E l  me'todo m5s simple para 
resolver esta ecuacidn consiste en reemplazar l a  integraci6n en k 1  por una 
suma f i n i t a  
N 
y  considerar N de estas ecuaciones ( i = l , .  . . ,N). Por supuesto esto es pos ib le  
sdlo s i  $(k ! )  va a cero suficientemente rdpido como para que e l  va lor  de N 
J 
necesario sea computacionalmente manejable. Esc r i ta  en forma m a t r i c i a l  l a  
ecuacidn (B-10) toma l a  f o r m  
A 
K . .  ( 2 )  43j - 0 
I J 
y por l o  tanto 10s valores de z se obtienen a p a r t i r  de l a  condicidn 
det K (z) =O. Una vez aue e l  problema ha s ido reducido a l a  resoluci6n de [ i j  I 
un sisterna de ecuaciones l i nea les  homogdneas e l  &todo u t i l i z a d o  es totalmen- 
t e  andlogo a1 empleado para l a  ecuaci6n d i f e renc ia l .  
E l  kernel de l a  ecuaci6n (8-9)  puede e s c r i b i  rse en l a  forma 
La in tegra l  que aparece en l a  de f in i c fdn  de K es una i n teg ra l  de Four ier  de- 
f i n i d a  ent re  - m y  +coy ha sido evaluada u t i l i z a n d o  subrutinas que calculan 
trasformada rspida de Fourier. Esto s i gn i f i ca ,  s i n  embargo, que se es t s  con- 
siderando implicitamente que 
do 2xo (donde [-xo ,xo] es e l  
e l  integrando es una funci6n per i6d ica de per io-  
i n te rva l0  de integraci6n) . E l  procedimiento es 
v5 l ido  s i  e l  resultado f i n a l  no depende del va l o r  de xo y esto se consigue 
tomando x suf  icientemente grande cotno para que $(x) vaya a cero cuando x 
0 
aproxima a x . Los resultados prescntados en este t raba jo  han s ido obtenidos 
0 
u t i l  izando valores de N ent re  64 y 256 y en este sent ido merece mencionarse 
que, como se indica en l a  re f .  32, e l  uso de elementos f i n i t o s  probablemente 
p e r m i t i r i a  reducir  e l  tamaiio de l as  matrices. 
E l  algor i tmo n u k r i c o  empleado consta de 10s s iguientes pasos (el dia- 
grama de f l u j o  se encuentra en l a  f ig .  27) 
i- Estimar e l  va lo r  de z 
i i- Calcular ~ ( x , k , k '  ,z) 
i i i- Calcular K(k,k' ,z )  u t i l  izando transformada rspida de Four ier  
i v -  Calcular det[Ki j(r) ]  
v- S i  det [Ki (z)] =0 se cal  culan l o r  autovsctores correspondicntes . - S i  
&t[Kij (z)] #0 se cambia e l  va lo r  ck z y se r e p i t e  e l  procedimiento 
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